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veiller  à  respecter  la  loi.  Si  un  ouvrage  appartient  au  domaine  public  américain,  n'en  déduisez  pas  pour  autant  qu'il  en  va  de  même  dans 
les  autres  pays.  La  durée  légale  des  droits  d'auteur  d'un  livre  varie  d'un  pays  à  l'autre.  Nous  ne  sommes  donc  pas  en  mesure  de  répertorier 
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vous  exposeriez  en  cas  de  violation  des  droits  d'auteur  peut  être  sévère. 
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AVERTISSEMENT. 


Ju  E  S  Leçons  suivantes  destinées  à  servir  de 
commentaire  et  de  supplément  à  la  première  par- 
tie de  la  Théorie  des  Fonctions  analytiques p 
ofirent  un  cours  d'analyse  sur  cette  partie  du 
calcul  ^  qu'on  nomme  communément  infinitési^ 
maie  ou  transcendante  y  et  qui  n^ést  proprement 
que  le  Calcul  des  Fonctions^ 

Ceux  qui  ont  étudié  le  Calcul  DifiEérentiel  ; 
pourront  se  Former  dans  ces  Leçons^  des  notions 
simples  et  exactes  de  ce  calcul  ^  ils  j  trouveront 
aussi  des  formules  et  des  méthodes  nouvelles^ 
ou  qui  n'ont  pas  encore  été  présentées  avec  toute 
la  clarté  et  la  généralité  qu^on  pourrait  désirer* 

Dans  cette  npuvelle  édition  on  a  retouché  plu# 
sieurs  endroits  pour  y  mettre  plus  de  clarté  et  de 
simplicité  ^  et  oa  a  i^sé^é  différentes  additions 
dont  les  principales  se  trouvent  dans  les  Leçona 
dix-huitième ,  vingt-unième  et  vingt-deuxième. 
Cette  dernière  contient  un  traité  complet  du  Cal- 
cul des  Variatipjis. . 
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Fonctions  d^rîvëes  des  quantités  exponentielles  et  logaritbmiques.  Développe^ 
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Fonctions  d^riWe^  des  sinus  et  cosinus.' Developpelineiit  de  ces  quantités  ea 
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Fonctions  dérivées  des  quantités  composées  de  diCTérentes  fonctions  d^une 
xjikrm  vaviablè»  on  dépendantes. 4«>}«i  fc^cmons  pair  ,4es  .éqnationi  doâ-< 
nces.  ^     >        .  ^ 
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Sur  la  manière  de  rapporter  les  Fonctions  dérivées  à  différentes  variables. 


LEÇON    HUITIEME. 
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Pu  développement'  des  Fonctions  lorsqu'on  donne  \  la  variable  une  valeur 
déterminée.  Cas  dans  lesquels  la  règle  générale  est*  té  défaut.  Aniriyse  d^ 
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ces  cas.  Des  valeurs  des  fractions  dont  le  numérateur  et  le  dénominateur 

s'évanouissent  ^lâ-fois. 
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.  De  la  manière  d'avoir  les  JiiBiles  da  devèll>{»pemeiic  d^lIte  onction  y  lorsqu'on 
y        n'a  égard  qu'à  un  nombre  déterminé  de  termes.  Cas  dans  lesquels  les  prii^ 
crpcs  du  calcul'  différentiel  ïont  en  défaut. 

Tbéoreme  fondamental.  Limites  de  plusieurs  séries.  Manière  rigoureuse  d'in- 
trodnire  les  Foncti<Mis  dérivées  dans  la  théorie  des  courbts  et  dans  celle  de» 
moavenleiis  variés. 
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Suite  de  l'analyse  des  sections  angulaires,  où  Ton  démontre  les  formules 
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singulières. 
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Comment  Téquation  primitive  singulière  résulte  de  l'équation  dérivée. 

LEÇON    SEIZIÈME. 

Équations  dérivées  qui  ont  des  équations  primitives  singulières  données^ 
Analyse  d'une  classe  d'équations  de  tc<is  les  ordres  y  qui  ont  toujours 
nécessairement  des  équations  primitiv«<  singulières. 
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ordre  à  plusieurs  variables. 

LEÇON    VINGT-UNIÈME. 
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exacte.  Analogie  de  ces  équations  avec  celles  du  problème  des  isopërî< 
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LEÇON     PREMIERE. 
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Sur  Tahjeù  du  Calcul  des  Fonctions  ^  et  sur. 

les  fonctions  en  général. 
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L'"  l- >lurtîiv^;l)uinx.c,;t\(.J-,(;l. '•.  ^\livJ' 

&  calcul  de^  fonctions  a  le  même  objet  que  le  calcul  dlIFé^ 
Tentiel  pris  dans  le  sens  le  plus  étendu  ,  mais  il  n'est  point 
tajet  aux  difficultés  qui  se  rencontrent  dans  les'  principes  et 
dans  la  marche  ordinaire  de  ce  calcul  :  il  sert  de  plus  à  lier  le 
calcul  différentid- immédiatement  à  l'algèbre,  dont  on  peut 
dire  qu'il  a  £att  jusqu'à  présent  une  science  séparée. 

On  connaît  les  difficultés  qu'offre  la  supposition  des  infini- 
tnent  petits ,  sur  laquelle  Leibnitz  a  fondé  le  calcul  différen- 
tiel. Pour  les  éviter  ^  EuUr  regarde  les  différentielles  comme 
AtiOes,  ce  qui  réduit  leur  rapport  à  l'expression  zéro  divisé 
par  zéro ,  laquelle  nia  présente  aucune  idée. 

Madaurin  et  d*jilembert  emploient  la  considération  des  li«- 
tnites  et  regardent  le  rapport  des  différentielles  comme  la  limite 
da  rapport  des  différences  finies  ,  lorsque  ces  difi*érences  dé- 
tiennent nulles. 


Cttte  mamère  dv  r^résanter  les  quantités  différentielles  nif 


ar  CALCUL 

fait  que  reculer  la  difficulté;  car,  en  dernière  analyse  ,  le  rap- 
port des  diiFéreaces  éyanoipsantes  se  réduit  encore  à  celui  de 
zéro  à  zéro.  . 

D'ailleurs  on  peut  observer  que  c'est  improprement  qu*on 
applique  le  mot  connu  de  limite  à  ce  que  devient  une  expres- 
sion analytique  loGsquV)n  y  fait  évanouir  certaines  quantités  ^ 
*  parceque  ces  limites ,  après  ayoir  décru  jusqu'à  zéro ,  pour- 
raient encore  devenir  négatives.  De  même  qu'en  géométrie , 
<m  ne  peut  pas  dire  à  la  rigueur  que  la  soutangente  soit  la  li- 
mite des  sousécantes ,  parceque  rien  n'empêche  la  sousécante 
de  croiti^  encore  lorsqu'elle  est  devenue  soustangçnte. 

Les  véritables  limites ,  suivant  les  notions  des  anciens,  sont 
4es  quantités  qu'on  ne  peut  passer,  quoiqu'on  puisse  s'en  ap- 
procher au8«i  pria  que  l'on  v^ut  i  telle  ^est ,  psûr  exemple;  la 
circonférence  du  cercle  à  i'ég«ard  des  polygones  inscrit  et 
circonscrit ,  parceque ,  quelque  grand  que  devienne  le  nombre 
des  côtés  y  jamais  le  polygone  intérieur  ne  sortira  du  cercle  ,  xii 
l'extérieur  n'y  entrera.  Ainsi  les  asymptotes  sont  de  véritftbl^» 
limites  des  courbes  auxquelles  elles  appartiennent,  et;C4 

Au  reste  je  ne  diiconviftnf»  pas  qu'on  ne  puisse  ,  par  te  «bon-» 
«idération  des  limites  envisagées  d'une  manière  particftlièt^e , 
démpntrer  rigoureusemeoit  les  pcidcipes  du'  obléul  diff^rebti^l^ 
comme  MacUmrin  ^  dtjélembertjet  plii^emçrs^^ià&ttes  HirteursT 
après  eux  l'ont  fait.  Mais  l'espèce  de  métaphysique  que  l'on 
est  obligé  d- y  employer ,  est  sinon  contraire  ,  du  moins  étran- 
gère à  Tesprit  de  l'analyse  qui  ne  doit  avoir  d'autre  métaphy- 
sique que  celle  qui  consiste  dans  les  premiers  pnnçipes  et  diaa» 
les  premières  opérations  fondamentales  du, calcul.  .    , 

A  l'égard  de  la  méthode  dps  fluxioos ,  W  e^t  vrai. qu'on  peut 
ne  considéreriez^  fluxions'que  comme  les  vitesses  avec  lesquelles 
les  grandeurs  varient ,  et  y  faire  abstraction^.de  toute  idée  mé- 
canique ;  mais  îa'^détermînàtbh  analytique  de  ces  vitesses  dé- 
pend aussi  ,  dans  cette  méthode ,  de  la  considération  des 
quaotjltéa  i«âlî}meat  petites  oiu.«v«iôiiçwiwfaa  ;  elle  est  jjmu:- 


tOAsé^ent  sujette  aiix  mêmetidifficultés-quéle  calcul  dliTé^ 
ïentiel.  ........... 

..      .     /  •  ••     »  • 

Quand  dn  approfondit  ces  différentes  méthodes  ou  plutôt 

ces  différentes  manières  d'envisager  la  même  iiiéthode ,  .oa 
trouve  qu'elles  n'ont  d'autre  but  que  de  donner  le  moyen  d'ob- 
tenir séparément  les  premiers  termes  dû  dévëlôppehient  d^une 
fonction  y  en  les  détachant  et  les  isolant ,  pour  ainsi  dire^  du 
reste  de  la  série  >  parceque  tous  les  problêmes  dont  la  solution 
exige  le  calcul  différentiel^  dépendent  uniqueihent  de  ces 
premiers  termes.  Et  on  peut  dire  qu'on  remplissait  cet  objet 
èaiïB  inresque  «e  douter  que  ce  filt  là  le  seul  but  des  opérations 
du  calcul  qu'on  employait^ 

La  considération  des  courbes  avait  £ait  naître  la  méthode 
des  infiniment  petits ,  qu'on  a  ensuite  transformée  en  méthode 
des  évanouissans  ou  des  limites  y  et  la  considération  du  mouve- 
ment avait  fait  naître  celle  des  fluxions.  On  a  transporté  dans 
l'analyse  les  principes  qui  résultaient  de  ces  considérations  ;  et 
on  n'a  pas  vu  d'abord  >  ou  du  moins  il  ne  paraît  pas  qu'on  ait 
TU  que  les  problèmes  qui  dépendent  de  ces  méthodes  y  envisagés 
analytiquement  y  se  réduisent  siinplement  à  la  recherche  des 
{onctions  dérivées  qui  foraient  les  premiers  termes  du  dévelop» 
pement  des  fonctions  données ,  ou  à  la  rechercha  inverse  des 
fonctions  primitives  par  les  fonctions  dérivées. 

Newton  avait  bien  remarqué  dans  sa  première  solution  du 
problême  sur  la  courbe  décrite  par  un%  corps  grave  y  dans  un 
âiilieu  résistant,  que  ce  problême  devait  se  résoudre  par  les 
premiers  termes  de  la  série  de  l'ordonnée  ;  mais  il  se  trompa 
dàHs  l'application  de  ce  principe  y  et  dans  sa  seconde  solution 
il  employa  purement  la  méthode  différentielle  y  en  considérant 
ks  différences  de  quatre  ordohnées  successives  ;  et  quoiqu'il  ait 
kisaé  subsister  le  passage  :ôàr  il  dit  que  le  problême  se^Msoudra 
par  les  premiers  termes  de  la  série ,  on  voit  que  ce  passage  n'a 
plus  dé  rapport  immédiat  à  ce  qui  précède  ni  à  ce  qui  suit. 

Il  eét  donc  plus  naturel  et  pdus  simple  de  considérer  impie- 
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diatement  le  développement  4eA  fonction?  i  9,ans  emfdojrer  le 
circuit  métaphysique  ctei  inEniment  petits  ou  des  limites  ;  et 
c'est  ramener  le  calcul  différentiel  à  une  origine  puren^nt 
algébrique ,  que  de  le  faire  dépendre  uniquement  de  ce  dére* 
loppement. 

Mais  à  la  nais^nce  du  calcul  dUTérentieL^  on.  n'avait  pa^  eiH 
eore  une  idée  assez  étendue  de  ce.  qu'on  entex^d.  pejt  fqnçtipn» 

Les  premiers  analystes  n'avaient  employé  ce  mot ,  que  pour 
désigner  les  dilEérentes  puissances  d'une  même  quantité  ;  on  en 
a  ensuite  étendu  la  signification  à  toute  quantité  fermée  d'une) 
manière  quelconque  d'une  autre  quantité  ;  et  il  est  au)oui:d''bui 
généralement  adopté  pour  exprimer  que  la  valeur  d'une  qûan* 
tité  dépend^  suivant  une  loi  donnée^  d'ui^e  ou.de,  plnsj^eurs 
autres  quantités  données. 

Sous  ce  point  de  vue  on  doit  regarder  l'algèbre  comme^  la- 
science  des  fpnctions ,  et  iV  est  aisé  de  voir  que  la  résolutûni. 
des  équations  ne  consiste,  en  général,  qu'à  trouver  le&  valeurs, 
des  quantités  inconnues  en  onctions.  déterminée&  des  qpantit^ 
connues.  Ces  fpnctions  représentent  alors  les.  différentes  opéra* 
tions  qu'il  faut  ^^ire  sur  les  quantités  connues,  pour  obtenir  les 
valeurs  de  celles  que  Ton  cbi^rche.,  et  elies.i^e  sont  pr<^remeat 
que  le  dernier  résultat  du  calcul* 

Mais^  en  algèbre^  on  ne  considère  les  fbnctians qu'autant 
qu'ellea  résultent  des.  opérations  del'^irithmétiqiie ,  généfri^s<^ea 
et  transportées  aux,  lettrea^  au  lieaque  danf  le  calçi^  des  fp^cr 
tions ,  propren:ient  dit ,  on  considère  lea  fonctioi^s  q^i  rés^It^^ij^^ 
de  l'opération  algébrique  du  développenient.en  série,  Iprsqu'oa 
attribue  à  une  ou  à  plusiei^r^  q^ant^tjés  d^  1^  ^nçtion»  des^^Ç'-^ 
croissemens  indéterminés. 

Le  développement  des  fonctions,  envisagé  d'une  manièr#. 
générale ,  donne  naissance  aux  fônctûona  dérivées  de  différent 
ordres  ;  et  Talgorithme  de  ces.  fonctiions  une  Sais  trouvé ,  on. 
peut  les  considérer  en  elles-mêmes  et  indépendamment  des  sé- 
ries d'où  elles,  récitent.  Ainn,  t\ne  f<^n^n  dpiinée,  éta^t  çs-« 
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piiiii  eomine  primitive ,  on  en  peut  déduire  par  des  règle» 
simples  et  uniformes  d'autres  fonctions  ^e  j'apjpîelle  dérivées  ; 
et  lorsqu'on  a  une  équation  quelconque  entre,  plusieiffs  varia- 
bles y  on  peut  passer  successivement  aux  équations  dérivées, 
et  remonter  de  celles-ci  aux  é<|uations  primitives.  Ces  trans* 
formations  répondent  ^iix  dilférentiations  et  aux  intégraticMis  i 
tnais  dahd  la  théorie  des'  fonctions  elleis  ne  dépendent  que  d*o- 
pérârtions  purement  algébriques ,  fondées  sur  les  simples  prin* 
dpës  att  cailcul. 

Les  fonctions  dérivées  se  présentent  naturellement  dans  la 
géométrie^  lorsqu'on  considère  les. aires,  les  tangentes,  les 
payons  osculateurs ,  etc  ;  et  dans  la  mécanique  /  lorsqu'on  con* 
«idèrë  le8  vitesses  et  les  forces.  Si  on  r^arde  par  exemple 
Taire  d'une  courbe  comme  fonction  de  l'abscis^ ,  l'ordonnée 
eà  est  la  première  fônctfôR  dirivé'e  ou  fonction  prime  ;  le 
rapport  de  FordoiiiSéé  à  Ik  tànî'ùai^éjttè ,  est  expriiné  par  la 
fonction  prime  de  l'ordonnée ,  et  parconséqnent  par  là  se- 
conde fonbtian  dérivée  ou  fonction  seconde  de  l'aire  ;  te  rayon 
oscidatèur  ''  dépend*  des  deux  premières  fonctions  dérivées  de 
l'ordonniey  et  ainsi  de  suite.  De  ihème>  en  Regardant  Tespace 
parcpum  comme  fonction  du  temps ,  la  vitesse  en  est  la  fonc- 
tion prime  et  la  force  accélératrice  en  est  la  fonction  seconde. 
Ce  n^ést  peut-être  pas  un  des  moindres  avantages  du  calcul  det 
fonctions  de  fournir  pour  ces  élémens  de  la  géométrie  des 
tourbes. et  de  la  mécanique,  des  expressions  aussi  simples  et 
intéllîgibWs  que  le  sont  les  expressions  algébricpes  des  puis-» 
éances  et  dés  racines. 

hofssqtLcm  envisage  une  fonction  relativement  i  une  de» 
quatiltit^  qni}9L  composent  «  on  fait  abstraction  de  la  valeur  de 
cette  quantité ,  et  on  ne  considère  que  la  manière  dont  elle 
entre  dans  la  fonction,  c'est-à-dire,  dont  elle  est  combinée 
avec  elle-même  et  avec  l'es  autres  quantités.  Ainsi  la  fonction 
est  censée  demeurer  la  même ,  tandis  que  cette  quantité  varie 
d'une  manière  quelconque ,  pourvu  que  les  autres  quantités 
avec  lesquelles  elle  est  mêlée  ^  demeurent  constantes.  Ce  qui 
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introduit  naturellement^,  par.  rapport  aux  fpnotiont,  là  dit* 
tinction  des  quantités  en  variables  ^t  constantes. 

Dans  l'algèbre  ordinaire  on  distingue  simplement  lc3  quan-* 
tités  en  connues  et  inconnues ,  et  on  a  coutume  de  désigner 
les  une»  par  les  premières  lettrep.dë  Talphabet,  et  les  autre» 
par  les  dernières.  L'application  dé  l'algèbre  à  la  théorie  de» 
courbes  a  fait  d*abord  distinguer  les  quantités  qui  entrent  dans 
réquation  d'une  courbe  en  données,  telles  que  les  axçs ,  les  pa-r 
Tamètres,  etc.  et  en  indéterminées,  telles  que  les  coordonnées. 
Pepuis  on  a  envisagé  ces  mêmes  quantités'  sous  l'aspect  plus 
naturel  de  constantes  et  de  yariables  ;  et  la  considération*  de» 
fonctions  porte  naturellement  à  regarder  sous  ce  même  point 
de  vue  les  différente»  quantités  qui  les  composent. 

Nous  appellerons  donc  simplement  fonction  d'une  bu  d€^ 
plusieurs  quantités,  toute  expression  de  calcul  danr  biqûelle 
ces  quantités  cntrerQ4t  4'une  manière  quelconque ,  mêlées  ou 
non  avec  d'autres  quantités  regardées  comme  ayant  des  Valeur» 
données  et  invariables,  tandis  que  les.  quantités  dé.  lai  fonction 
©ont  censées  pouvoir  recevoir  toutes  les  valeurs  posaibles, .  : 

Nous  désignerons  ordinairement  les  variables  des  fonction» 
par  les  dernières  lettres  de  Palplî^P*  ^  >  y  it  ^^c* ,  et  Tçs  consr- 
tantes  par  les  premières  a,  b,  c,  etc.  Et  pour  marijuer  uji^ 
fonction  d'une  seule  variable  comme  x ,  nous  ferons  simplemenj 
précéder  cejte  variable  de  la  lettre-  caractéristique /». ou  F^ 
mais  lorsqu'on  voudra  désigner  la  fonction  d'une  quantité  déjà 
composée  de  cette  variable  ,  comme  a;*  ou  a  +  bx  etc. ,  on 
^enfe^naera  cette  quantité  entre  deux  p^enthèses;  >  A4iiàÉ;^2?  a? 
désignera  une  ft)nction  de  x ,  ff,oc^)  >  /(^  +  ^^7^  Pt«3:',  'désiV 
gneront  des  fonctions  de  oc^,  de  a  +  bx,  etc.    .    *i.nL^«|^>  -^w  >y 

Pour  marquer  une  fonction  de  deux  variables  indépewd^anteî^ 
comme  07,  y,  nous  écrirons  ^  (a;,j^),  et  ainsi  des  autrej^. 
I^iorsque  nous  voudrons  employer' d^àutre»  çaractçrisi^qiie»  ^ 
gqus  fiurous  soin  d'en  avertir^     -  ' 
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Si  deux  fonctions  de  deux  variables  différentes,  * ,  j^,  c'est- 
à-dire  >  fuBe  d'jB  ^et^l^utï«e-tfy7  soul  composées- dë-fe  nrênm 
nianière  et  avec  les  mêmes  constantes,  ces  fonctions  seront 
pareiDes  et  poifisront  être  -désigi^es  4>ii9  un  mteei  calcul  par 
la  même  caractéristique  ;  ainsi  yà?  et^  seront  deux  fonctions 
pareilles  qui  deviendront  identiques  en  faisant  y,z^  or.^ais  m 
les  deux  fbiidàdns^'étant  composées  dé  ta  mêniô  manière  /  les 
constantes  qu'eHes  eontieiàteiit  ssoft  .d^érentes ,  j^rs  on'^ne 
pourra  plus^»  çé^éraletoent  pari^t^  les  Eepré^enter..jiarr  la 
même  caraptéristi.quë  dans  le  cours  d'un  même  calcul.  Cepen- 
dant, si  leV  deux  fonctions  ne  diffèrent ,  p'ar  eXèm^ïé ,  (jùé  par 
la  valeur  d'une  constante  ^  qui  «erait'avdans  ISâie  «t  i^ààn» 
l'autre  ,  on  pourra  encore  les  désigner  p^,  la,  n]^êijç|e  carapté- 
ristique ,   en  les  représentant  par  f  {^Xy  a),  et  f  (^y ,  i), 
comme  des  fonctions  pareilles  de  a; ,  a ,  et  de  j^ ,  b.  Ainsi  dan' 
ce  cas,  les  quantités. a  et  b  entreront. aussi  dans  rexpression  aè 
la  fonction ,  'parce que ,  quoique  constantes  dans' cli^qùt  fbnc4 
tion,   elles  peuvent   être   regardées   comme,  varialîîcjs  cl'u,ne' 
fonction  a  1  autre.  ', 

Nous  D*entrerQn$.  ici  dans,  «ncn^^  dâtasl  sus  IciiadiS&entM*. 
formes  des  foactioiM  ;  mais  non6,aUop9  qcmsidérerJaaiiéalvaMt» 
tion  des  foaotÎQns  Jçs  unes  de*  A%txe^c^\à9a»  beu(pi0Ù»  Qdn^ 
liste  propxeèMntJ^  calcul  deft.im0cni^     ,  .  *"  BnVaiyq  acit 
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oi^siDEllos^s  une  fonction^  cl^unç  variable  quelconque  <r. 
Si  â,,la  '|)lace  de  ce  on  sul>8titué  ^4:^>  i  étant  un^  quan- 
tité quelconque  indéterminée,  elle  détiendra  y*  (jc  7+^  î),  et 
par  la  théorie  des  séries  on  pourra  la  développer  en  une 

4tteQet)fe8i  Iquttitilé»  Py^,  f>>  ^(^^ ,  -coetGjdent'  éeè  pàissauces 
de.  îp  ^tottp  de  noûvçUes^i&nelibns  de  a? ,  dérivées  dé  b  fono* 
tion  primitive  fx ,  et  ifidép«tid«&DeS  de  la  qtiâatiilé^i:    > 

Il  est  clair  que  la  forme  des  fonctions  p,  q^r,  etc.,  dé«- 
pendra  uniquement  de  celle  de  la  fonction  donnée /r;  et  on 
déterminera  aisément  ces  fonctions ,  dans  les  cas  particuliers  » 
par  les  règles  de  l'algèbre -ordinttire,  lem  développant  la  fonc- 
tion dans  une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  de  i. 

Cette  dérivation  des  fonctions  est  une  opération  d'algèbre 
plus  générale  que  Félévatioii  aux  puisisances  et  l'extractioii 
des  racines;  et  les  principaux  problêmes  d'analpe,  de  géo^ 
métrie  et  de  mécanique  en  dépendent ^  comme  on  la  mon-, 
tré  dans  la  Théorie  des  Fonctions  cmafytiques. 

Jfais^  pour  iie  zkn  atancer  gratoitement^  ncm  eommence^ 


0E8       FONCTIONS.  ^ 

ions  par  examiner  la  forme  même  de  la  aérie,  qui  doit  ré- 
sulter du  développement  de  toute  fonction  fx^  lorsqu'on  y 
mbatitoe  x  4-  ^  ^^  lieu  de  x  y^X  que  nous  supposons  ne  de* 
Toir  contenir  que  des  puissances  entières  et  pôsitires  de  î.  Cette 
si^^aîtion  se  vénfie  eneffbt  |Mur  le  dé?elQppemeBt  des  dilFé* 
t^ntes  fonctions  cemmes  \  knais  personne  iqtte  je  sache  ^  n^avait 
cherché  «  \k  dénostrer  «  ffriàri.j  os  qui  nie  paiait  néanmoios 
d'autant  ph»  iiécesaaiié^spi*il  y  a  des  cas  pàrtioiiliess  ^ù  islle 
peut  ne  |M|^  avoir  lieu.    •    .     .  

ieytûB  d'aboid  ^énbx^él*  ^^  diirs  ik  sMi  qtiiréstÀtè 

du  développement  d'une  fonction  y  (x  +  j)>  îl  ^®  P^^^  **^ 
trouver  aucune  pu^iance.fiictionnaire  4e  i^.4.iuoiQS^oa 
ne  donne  à  x  des  videurs  particH^lères.   .;,..;, 

Eh  edSet  il  eslt  cla^  que  tefs  rÀdictfu^^dë  c  ne  pourraient 
venir  que  des  radi<;àiut  t^éfié^farës  daifs  là  fdtictioii  ihême/c^ 
çt  il  est  clair  en  mêmer^t^pS'^  que  la  substitution  de  ^^4** 
au  lieu  de  a?  ^  ne  pourrait  ni  augmenter  ni  diminuer  le  nombre 
des  r4t&&mt ,  ià  eh  âiffi^g^  9^"  i^ture ,  ^SM  iprà  x  ^t  i  sénroul 
ût8  quantités  indétermîqéi^aA  P!  W  autre  côté^  on  sait  .par  .1^ 
théorie  des  équations^  qp^;tout  radical  a  autant  de  valeurs 
diiFéreàtes  ni  plus  ni  m^îi^s  qu'il  y  a  d'unités  dans  son  ex* 
posant ,  'et  que  touïe  îonctiou  irrationaelle  a  piorconséquent 
autant  de  valeurs  différentes  qu^on  peut  faire  de  conu>inai» 
scfnë  deà  êitmnfës  Viî^uA^  dés  hldicàtnt  qh*HK  fehïenhe. 
Ikuaty  si  le  ^ëvéhfppéatùsil'éé  ]k  fbhcâon/tV'-f-;)P<)uVait 


•1; 


contenir  un  terme  de  la  forme  ui*,  la  foifcti^n/x  serait  pé* 
cessairement  irratiîâîn'Sellé  ,'  c^'  au^t  pàrcfonséquent  tm  cer-* 
tain  nombre  de  valeurs,  f^iSj^^tes^  qui,  serait  If' miaiepou^ 
la  fonction  f{x+i),  ainsi  que  pour  soq^dév^fj^i^pfenieat.  Mail 
ce  développement  ét^t  représenté  par  la  série  , 

r 


tO  '  'C   A   L   C  XJ  C      ^ 

dû  radical  |/t"*;  de  sorte  que  la  fonction /(x-j-f)  ^dévelop- 
pée aurait  plus  de  valeurs  différentes  que  la  même  foficjÛQn 
non  développée;  ce  qui  est' absurde. 

'  Cette  *déiiiwiMtiTitioii  est igéftértJè*  et  rigourense ,  t&at^jque 
a:  et  i.demeuyëat  indéterminés^  ËlkxeMerait  de  Tétre /  si 
1  onilonnait/Àr  wT  des  valeurs  déterminées;  car  il -serait  pos-^ 
sihleque  ëcs^  ydeurs  détruisissent  qcielques  radicaux  dafiàjG>» 
qui  pourraient  néanmoins  subsister  dans  f(,x^iy.'  P^ôûs^xa* 
minerons,^  pmt  cep  soldes  d^icay.  et  les  çdnféquiQipG^A/qiiLea 
résultent. .,;•  li  ^  '     •  ^,  .      ,  .*; ,    .j    ,...,..  ..-.'..,•..   .,', 

Nous  venons  àe  voir  que  lé^îvekyppemient  '  de  là*^fbncHoii 
j  (x+ 1) ,  ne  saurait  Contenir  eh'  géiiéi'ial  dès  puissaiicés  frac- 
4ionnairei9.df^  £'^  Uf>est  facile  rdeatro^.^ussi  qu'il  ne  p^ti^a  .cto- 
tenir  nofi,  plu$  deç  p^issai^c^s -p,€|gfitive^<4e  i.  r  <,;    :i 

'  ^Oar',^r'^'prfmî'le8  termes  de  'cé'^ développement,, il'  y  en 
^yaituntdela^.foifïne  ;^,^éte;it  un,  nombre  çnûer  po^tif, 

eh  faisant*  £==ojf  ce  terme  tfe viendrait  infini;  donc  la ' ïonc- 
jàtmf(^x  -{-y  y 'déVrkit devenir  infinie ',  lorsque  i = ô ;' ' pâi'cQn- 
séquent  il  faudrait  que  fx  flevîht  iilfinîe' ,  ce  ^i  ne  peut  avoir 
lieu  que' ptftit  des  Valeui's  ';^attîtitlièi*es  de  x.   7   '    /  '   '^': 

,Nous  .^ojijjp^^  dbnc  assuré&;^qui|;j^e3q^maQt  vne^'fcao^ 
tionqueilçoii^j^f^  jp,  la  f9.pcji99,  /.(.x^itO  peut,  i  ^gén^»-? 
lement  parlant,  se  développer  en   une  série  de  cette  forme  ^ 


...    V,    ,,  ,  #H-W,+/*?±'?^i+?f^.T4-.?.to,  „  I,..,,,,,;.  -,  . 

l  T  ■  • 

ëâns  Mqiïéllôy;  qfv  r;  etc/V'séîdttt^de^h^^^  a?; 

dérivée!  dë^îiHfôtfètieh^  primitive  fx,    ' 

Quoique  la  forme  de  'ces  fonctions  dérivées  dépende  essen- 
tiellement de  celle  det  la  fonction  primitive ,  il  règne  néan^ 
moins  entre  eU^.ate-fbi  féné^te-lq^^riDùk  allons  exposer. 
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0  étant  une  quantité  quelconque  indéterminée  ^  et  indépen<«> 
dante  de  i,  il  est  visible  que  là  fonction  ^(tr+i)  devien- 
dra/(x+J^+o);  et  Ton  voit  en  .même  temps  que  l'on  au- 
rait le  même  résultat ,  si  on  mettait ,  dans  /". (a?  •+-  0  >  '  +  <> 
à  la  place  de  i.  Donc  aussi  le  résultat  sera  le  même ,  soit 
qo'dn  si/bsliet!^  f*-)->o  à  la  place'  dé  ^£ ,'  bu 'x'^- o  à  la  place 
de  X  dans  la'  série  fx-^-ip^^-  i*a  +  ?r  +  cte-  >  qu'on'  suppose 
«galeàlafonctioH/(x-t-i).    '       ■  ..  î  î      -  > 

l4  substitution  de  i-f  o  au  rlieu   de  i,  àan^  çettjç,  série , 

donnera, 

/x  +  (£'+o)jt>  +  (r^bV^if- (/+.o)»r  +  etc.  : 

layoir,  en  développant  les  puissances  de  î-t-o,  et  n  écri- 
vant pour  abréger ,  que  le^  deux  premi^s  termes  de  chaque 
pnissance,  parcequé  la*  comparaison  de  ces  termes  suffit  pour 
Jiotre  objpt,-,  ,        ;   .        r    »^\   •!,-.;  '  •-   -..-.-i'^ 

fx-^ip-^i^q'^'Pr^-ih-\- etc.' 
'"..'+'>/' +  a''V7rt3J»o^Ji- 4»V'+ etc.-,  ,';i   ,  .' 

Poùt  falre'maîntenant'lâ  èuBsfîttitioïi  de  m3|o  âù  lieu  de  x 
dans  la  •mênie'''sérié  ,.  nous  observons  que  puisque  la  fonction 
fx  devient  fx  +  /p  +  etc.-f  lors^ôif  y  change  x"  ehx  -^i, 
iBe  ideyîesttîr4( J&^«4*  op  r|>4«tç;;,''' an  jl' changeant*  a?  ^n^^X). 
De  «ijlme/,')  aij^ri^.  ip'.  -rKate  i^H*  i^^'-f-jetov ,  r  +  i  i^  -4^  etc,^ 
«pntceque)déYieMetit.I^â  fo^ictitat  jd/^,  r,  «to.)  lohqufob  y; 
substitue  x+i  ,au  lieu  de  a;,  et^ qu'on,  les  développe  çuiv^t 
ie^  puissances  de  ^  .  où  aura  ,  eiK  changeant  i  en  o .  , 

V  ^-f  d)t>''+fe1?<^?  f  4:o^'4^ètfe.'VH^W  +*etc^^etè;,^^^ 
pour  les  déveIop|)eMens  de^%yêtDes^:^nctions  apl^ès  la  ëiiïbâti-' 
tutiondex-^ô#%lK«H.Se^.,i=r  ,— ..,       >       ..;   .^    .  :.*rî! 

Donc,  par  cette  substitution  ,.U  série  fx4'ip  +  i*cr+  etc. , 
ftevienora^  en  omettant  les  termes  qui  contiendraient  le  <juan:é 
*!f«  pVlîWÇ9#rJ^llf  hautes ^\^a;*  jj  v.lh  cl  Jec  . 


lA  b  À  1  ii  t  i 


■  ■      ,  A  t 


I       ^ 


«tè. 


C^  résultat  ^doit  #fre  ide^tiqHe  avec  le  préoédealt^  iiulé*- 
pendajaimenj^  dés  yajeursde  î  et  deo  qili  pfeiliYent  être^quel-- 
conqùcf  ;  il  fandra  donc  que  les. tiennes  aff^ectéft  des  inétne» 
puissances  et  produits  dei  et.o  soient  identiques  en -particulier. 
Ainâ  oÀ  aura  lés  é)quàtions  identiques 


\    i 


d'où  Von  tire     .        . 

Dénotons  en  général  par  f^x  la  fonction  p  dérîiféé'  âé  Jà 
fonction  fx,  en  mettant  .un  accent  à  la  caractéristique/,; 
pour  indiquer  là  dérivation  de  là  fonction.  Dénotons  de  même 
par  f'x  la  foîibtion  iïÉ'if éè  âé  là  -10110110*1  j^x,  en  ajoutant 
un  accen^  à  1^,  caraptéristique,/'  delafonction/t^.^Vù^'^ 
est  dérivée.  Dénotons  pareillement  par  f^x  laJEox^ptipii  dé* 
rivée  de/'^a:^  et  ainsi .«fle^.Wte..;      ..      \     j.  ^  ,   •> 

.  C^Jonciào^.f'x^.f^'x,  f^xT^^-  i  ne'.sôr^ntJwe»  jèhdie 
qneole^  ëoeificiens  dse  i  âifùi»;je^  pEleiBiei's.  tebfteifs  de^déViA(^ 
peise^t»  été  fonctions  /  {x^*i^i  f  (x  ^  i^if^Xst^i}  4tc. 


Ensuite  i}LétsLut  la  foncjiofi  .^^ivée  de  9  ^  oo;  aura  .^  3=  ijfx ^ 
et  patrponséquent  r=5T5/^3?:i,.et  smA  de  si^te.^         >  ^ 

Donc  substituant  ces  expressiolàs  daiis  U  sâiè  '"-  '-'-^ 

jfi4.i^4lf^^^i^4.étc., 
qui  est  le  dévelpppemejitdô/(^ff  i)i  onàttMi«té»a^ 
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i*  ^    .     »' 


«4^  piuy  tt  fHluc  •f*^  eto« 

'     .  ■  ... 

Cette,  c|XK^9^p]|.  ^  d4yeîepp#«^t:d«/C«4-  i)  fltr«wil^ 
tage  de  faire  yoir  comment  les  termes  de  la  série  dépendent 
les  mis  des  autres^  et  surtout  comment ,  lorsqu'on  sait  for- 
mer la  première  fonctipn  dérivée  d'vne  foncfion  primitiTe 
quelconque ,  on  peut  former  toutes  les  fonctions  dérivées  que 
la  sériel  ren&rn^, 

Nous  appeBeroQS  \^  fonction  fx  fonction  primitiue  ,  par 
rapport  aux  fipaetioas/^,  f^x,  etc.,  qui  tn  dérivent;  et 
nous  appellerons  celles-ci  yÔTtct/onj  dérivées,  par  rapport  k 
celle-là.  Nous  nommeçona  de  plus  h  fonction  déibfée  f*x, 
première  fencUon  dériifée  ^  ou  fonction  dérivée  du  premier 
ordre  ,  ou  simplement  fonction  prirne;  la  fonction y*a7,  dé- 
rivée de  celle-d^  seconde  fhnction  dérivée ,  on  foni^tion  dé'* 
rivée  du  second  ordre  ,  ou  simplement  fonction  seconde  ; 
la  fonction  f^x ,  dérivée  de  Ui.  précédente ,  troisième  fonc'» 
ûon  dérivée,  on  fonction  dérivée  du  troisième  ordre,  ou  sin^*- 
plement  fonction  tierce ,  et  ainsi  de  suite. 

Mais  nous  entendrons  toujours  pa;r  fonction  dérivée  sim- 
plement ^  la  première  fonction  dérivée  ^  et  'pai  fonction  pri-* 
mitive ,  cell^.  d!où  eSe..  est  cen^çe,  dén?ée.  Novs.  leiiT'  dcm^ 
nerons  aussi  quelquefois ,  pour  plus  de  simplii^},  \t  sini^li 
tiom   de  dérivées ,  ou  de  primitives. 

Si,  la  fynction  çriifiitiye  n'est  pas  ref^ésepaté^e,  i;^.l^.qfti;ap^ 
téristiquey*^  mais  par  une  autre  vari^l^  «  Con^Qe.  Iqcfgn'on^ 
(mpppse  jr  foi^ction  de  x,  donnée  par  un.e  équa^i^  <Iue)çqjqM|«(i 
entre  x  étyx  d^xs  on  pourra  dénoter,  d^  i^é^e  «çfi&a^tîona 
dérivées  par  des  accens  ou  traits  appliqués  à  la  lettre  v^  et 
IfS  appeler  sJiiBpieaient^' prime,  seconde,  tierce;  etc* 
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Ainsi  ^  étant  regardée  comme  une  fonction  quelconque^  j:"^' 
ses  fonctions  dérivées  seront  représentées  p^v'iy^y,  etc.  ; 
de  sorte  ({ùë^yétantla  fonçtikn^^j^iàitivèj  y  aerÀ^sa  fonction 
dérivée  du  premier  ordre ,  ou  fonction  prime  ,  y''  sera  la  fonc- 
tion dérivée  du  second  ordf<e  ot^  foBetièa  seconde .  etc. .  et  on  les 
nommera  y  prime  y  y  seconde ,  etd. 

'    De . cette  tnanière   x  détenant  x  ^i  la  valeur  ûé y  de— 
tieûdra   '^i 


I  i  >*  • 


£*  ■       ■   ? 


::::   .    ;y+^y+-J^'^^.^J^''  + 


etc. 


En  général,  si  on  a  une  expression  quelconque  en  x^y,  etc.  / 
on  pourra  désigner  ses  fonctions  dérivées  par  des  traits  appliqués 
à  la  m.^e  expression .  renfermée,  entre  deux  parenthèses^ 
Ainsi,.,. 


♦  I      •        '       f. 


f  eù-^h'X + oy\ 

\d-fex+eyj 


4^ex+gy. 
■  ''•■'  •         •        .   •      . 

représentera  la  première  fonction  dérivée  de  Texpréssioii 

et 


/a+bx+cyV' 
Kd-^ex+gyJ 


représentetâ  ta  seconde  fonction  dérivée  dé  la  même  e^pressiori, 
et' ainsi  de  suite.  - 

Et  si  Ton  a  une  fonction  de  plusieurs  variables  a:,^,  etc. , 
exprimée  en  général  par/(  x  ,y . . .  ) ,  on  dénotera  ses  fonctions 
déril'^e^  'relatives'  à  toutes  ces  variables,  en  appliquant  un, 
deux:,  ètd: ,  tfaîts  à  la  caractéristique/;  ainsi/'  (x/y. . .)  dé- 
motera  sa*  fonction  prinie,/*(x,jr. . .)  sa  fonction  seconde,  etc* 

Quoigue  le^  fonctions  dérivées  doivent  leur  oritgîne^u  dév*-^ 
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loppement  de  la  fonction  primitive  lorsqu'on  augmente  la  i^a- 
tiable  d'une  quantité  quelcoAqu£Li;,on  voit  qu'elles  sont  indé* 
pendantes  de  cette  même  quantité  qui  ne  sert ,  pour  ainsi  dire , 
que  comme  un  outil  pour  former  ces  fonctions.  Ainsi^  dès  qu'on 
aura  trouvé,  par  la  cônsidératioii  du  premier  terme  du  envelop- 
pement ,  des  règles  générales  pour  passer  d'une  fonction  primi- 
tive à  la  fonction  dérivée ,  on  pourra  faire  abstraction  de  tout 
développement",  et  regarder  la  àérivation  des  fonctions  comme 
une  nouvetle  opération  d'àlgéb'i^  plus  générale  et  d'une  beau- 
coup plus  grande  étendue  que  l'élévation  aux  puissances. 

Ceux  qui  savent  le  calcul  différentiel  n'auront  pas  de  peine 
à  86  convaincre  que  les  fonctions  déiiyéesj^Xjf^x,  etc.y  ,^*,  etc., 
reviennent  aux  quantités  qu'on  désigne  dans  cé.calôul  par 

'  d,fx  d».>-  *  :        dy    dy  .     ' 

y    ,  — r^j  «te.  ou  -j^,  -r^j.etc.  . 
•     ;  dx  '     ctr*  •»^^'    *•       dx^  d^*\ 

fit  âîoâ  des  autres  expressions  sârablables.      < 


•  1' 


*\  •  r  t         * 
-  «   ' 


<    I  <      ■  •  t 


'  »  •»•         I 


«       k         .  ,  t     >    %"N. 


•  f  rr« 


.>  >^      .  .1    .        >l 


•  « 
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ï«  S  Ç  O  N(     TROISIÈME. 
FonctiortcS   dérii/ées  des  puissances.    Dévetop^ 

binomwk 

XUISQUE toute  fonction,  dérivée  dtji  pireiniçrQn|cç/':c,  n'est 

autre  chose  que  le  coefficient  de  i  dans  le  développement  de  la 

fonction  primitive^^  «  après  la  8ubstit«itioD«  de  j?  4^  i  à  la  place 

de  X  y  il  s'ensuit  quel^  recl^erche  deia^f<Hictio9  dérivée  d'une 

puissance  quelconque  x**,  se  réduit  à  trouver  le  terme  alFecté 

de  i  dans  le  développement  de  la  piasBance  (ia»4^i)?*  suivant  iesr 

puissances  de  £. 

> 
Lorsque  l'exposant  m  est  un  nombre  quelconque  entier  ou 

fractionnaire ,  positif  ou  négatif ,  on  démontre  facilement  par 

les  premières  opération^  de  l'algèbre ',  'que  les  deux  premiers 

termes  de  la  puissance  m  du  binôme  x+i,  sont  «"-(-mx"^'/; 

ainsi  lorsque^  =:x"* ,  ou  =  Ax^,  A  étant  un  coefficient  cona-* 

tant  quelconque ,  on  aura 

pit  étant  un  nombre  quelconque  rationnel. 

Comme  tout  nombre  irrationnel  peut  être  renfermé  entre  des 
limites  rationnelles  aussi  resserrées  que  l'on  veut  >  on  en  pourrait 
conclure  tout  de  suite  la  vérité  du  résultat  précédent  pour  une 
valeur  quelconque  irrationnelle  de  m^  puisqu'on  peut^  en  resser— 
irant  les  limites  »  diminuer  l'erreur  i  volonté.  Mais  comme  il  est 
plutôt  question  ici  de  la  forme  même  de  la  fonction  dérivée , 

que 


b  Ë  5      F  O  N  C  t  t  O  N  s.  tf 

tjiùe  de  sa  valeur  absolue  dans  chaque  cas  particulier ,  nous 
ci'oyons ,  pour  ne  rien  laisser  à  désirer  sur  cette  proposition 
fondamentale ,  devoir  en  donner  une  démonstration  aussi  gé^ 
jûérale  que  rigoureuse. 

Puisque 

par  les  règlea^e  l'algèbre ,  si  on  fait  pour  abréger  -  =s  »     il 

s'agira  de  trouver  le  coefficient  de  <»  dans  le  développement  de 
Cl +•)"*;  quel  que  soit  l'exposant  m.  Or,  quel  que  puisse  êtro 
ce  coefficient ,  comme  il  doit  être  indépendant  àea>,il  est  cïaît 
qu'il  ne  peut  être  qu'une  fonction  de  m,  puisque  l'expression 
(  1  -f-fl»)"»  ne  contient  que  les  deux  indéterminées  a  et  m.  On 
pourra  donc  le  représenter  en  général  par  Fm,  la  caractéris- 
tique F  désignant  une  fonction  déterminée ,  mais  inconnue. 
Ainsi ,  comme  en  faisant  0  nul ,  la  quantité  (  1  -{-  »  )"*  devient 
i"»=  1,  on  aura 

(  1  +©)'"=  i  +  mFm  +  etc. 
On  aura  donc  aussi,  pour  un  autre  exposant  quelconque  n, 

(  1  +  «  )«  =  1  4.  &Fn  +  etc. 
Multipliant  ensemble  ces  deux  équations,  on  aura 
(  1  +  «  )«+«_  1  -f  «»  (Fm -(-F/t)  +  etc. 

Car  la  théorie  des  puissances  repose  uniquement  sur  ce  prin- 
cipe que  a"  X  a*  =  a"*"*^ ,  quelles  que  soient  les  quantités 
a,  m ,  7t ,  et  on  peut  même  dire  que  c'est  dans  ce  principe  que 
consiste  l'essence  des  puissances ,  lorsque  les  exposans  ne  peuvent 
être  exprimés  par  des  nombres.  • 

Ainsi  Fm  +  Fn  sera  le  coefficient  de  «  dans  le  dévelop- 
jpement  de  la  puissance  (  1  +  »  )'""*"^  Mais  ce  coefficient  doit 
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être  représenté  par  FÇ^m-^ny,  puisque  la  fonction  C^  +*)** 
devient  (  i  +  •  y""^»  «»  y  substituant  m  +  n  pour  m*  Donc,  il 
faudra  que  la  fonction  désignée  par  la  caractéristique  F  soit 
telle  que  l'on  ait 

F{m  +  ny=zFm  +  Fn, 

m  et  n  étant  des  quantités  quelconques. 

IpKMir  trouver  d'une  manière  générale  la  forme  de  la  fonction 
d'après  cette  condition^  je  supposerai  que  la  quantité  m  soit 
cliangée  en  ni'i'i,  et  que  la  quantité  n  le  soit  en  a-^i,  i 
étant  quelconque^  alors  la  fonction  /^(m-f-n)  demeurera  la 
même  ^  et  les  fonctions  Fm ,  Fn^  deviendront 

F(»+i),  F(i»— O; 
dpnc  réqualion  précédente  donnera 

/?V»-f  J^=F(m  +  î)  +  F(n— i),^ 

Or^  par  le  développement,  la  fonction 

F(7n+0 


devient 


£• 


Fm  +  îF'ï» +-  F*jn  +  etc.. 


comme  on  Fa  vu  plus  haut;  et  la  fonction  FÇ^n^^iy  deviendra 
de  mêçie,  ea  pxenairi:  i  négativement, 

fVi—  iF^H  +  -  F*i>— etc.  ; 


donc  TéquatitMi  précédente  se  réduira  i  celle-ci  : 

i(ir'TO-^F'ii)  +  -  (F'm  +  F^n>+etc.=o, 

<■■ 

laquelle  devant  av€»r  lieu  quelle  que  soit  la  valeur  de  i  ^  oi| 
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turâ  nécessairement 

Fm  —  Fnr=s.  q,  F'w -f  P'n  =«  o ,  etc. 
JL#a  première  d«  ces  cenditions  do9»e 

d*où  l'on  conclut  d'abord  que  la  yaleur  de  la  fonction  Fm 
être  indépendante  de  la  varial^le  7?i,  puisqu'elle  demeure  la 
même  en  changeant  la  valeur  de  cette  variable ,  et  qu'ainsi 
cette  valeur  doit  être  constante  relativement  à  la  même  va- 
riable. 

On  aura  donc 

Fmz=s,a^ 

n  étant  i{ne  constante  ;  et  cette  valeur  de  Fm  satisfera  aussi 
a«x  autres  conditions,  puisqu'on  aura 

et  de  même         \ 

Fn  =  o,  Fn  =  o,  etc. 

Tout  se  réduit  donc  à  trouver  la  valeur  de  la  fonction  primi- 
tive Fm ,  d'apcèft  k  &i¥:tàon  dérivée 

FmzsLa. 

Or  il  est  facile  de  voir  que  Fm  ne  peut  être  qne  de  la  foxime 
am^by  b  étant  une  constante  arbitraire  ;  car  on  peut  se  con* 
vaincre  qu'il  n'y  a  que  cette  expression  qui  puisse  donner  a 
pour  sa  fonction  dérivée. 

On  peut  d'ailleurs  le  démpntrer  directement  comme  il  suit  : 
puisqu'on  a  en  général 


i» 


F(m+0  t=^Fm  +  iFm+  -  F  m  +  etc. 
Ita  tura  dans  le  cas  présent^ 
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Fm  =  û,  F^m  =  o,  F'm  =:  o,  etc.  ; 

et  comme  i  peut  être  nne  quantité  quelconque  ^  si  on  fiiit 
i  -  —  TU ,  alors  la  quantité  m -f- ^  deviendra  zéro  ;  donc  la  va- 
leur de  F  (m  -f-  0  3^^^  indépendante  de  m  ;  elle  sera  parcoo- 
«équent  égale  à  uâe  constante  b.  On  aura  ainsi 

b  =s  Fm  —  can , 
ou 

Fm  =  €un  +  i; 

Substituant  cette  valeur  de  F  m ,  on  aura  en  général 

(i  -{-01  )"*==!  +(a7ii  +  6)»  -f-  etc. 

quelle  que  soit  la  valeur  de  m,  a  et  fr  étant  des  constantes  indé* 
pendantes  de  m ,  dont  la  valeur  doit  se  déterminer  par  la  consi'* 
dération  de  quelques  cas  particuliers. 

Pour  cela^  on  fera  d'abord  7n=o  ^  et  Ton  anra 

donc  b  z=o;  On  fera  ensuite  m=:  i  ^  et  l'on  aura 

i-|»a)  =  i-f'^<^  +  ^tc.  ;  donc  a=:  i« 
D'où  l'on  conclura  enfin 

(1+®)"*  ==  1  +  m«  +  etc. 
Donc ,  puisque  « 

«»  étant  ==-,  onaura 

A  (x  •+•  iy\  —  AosT^  +  Am2^:r\  i  -f  etc.. 
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quel  que  soit  le  nombre  m ,  de  sorte  que  la  fonction  dérivée  dé 
jéx^  sera  en  général  Amaf*^^ ,  comme  nous  l'ayons  trouvée 
d'abord  pour  le  cas  de  m  rationnel. 

La  démonstration  précédente  ne  laisse  rien  à  désirer  pour  la 
rigueur  et  la  généralité.  Elle  ne  dépend  que  des  fonctions  dé- 
rivées de  la  forme  la  plus  simple^  et  fournit^  dès  le  commen- 
cement, un  exemple  remarquable  de  leur  usage  dans  Tanaljse. 

On  peut  donc  établir  pour  règle  générale ,  que  la  fonctioi% 
dérivée  d'une  puissance  quelconque  d*une  variable ,  est  égale 
â  la  puissance  d'un  degré  moindre  d'une  unité  de  la  même  va-^ 
riable,  multipliée  par  F  exposant  de  la  puissance  donnée. 

De  là  et  de  la  loi  du  développement  des  fonctions  résulte  une 
démonstration  aussi  simple  que  générale^  et  peut-être  la  scuIq 
rigoureuse  qu'on  ait  encore  donnée  de  la  formule  du  binoma 
pour  im  exposant  quelconque. 

En  effet,  puisqu'on  vient  de  trouver  qu» 

donne 

Fx-=zmAû[^^^ , 

on  aura  de  même  en  prenant  la  fonction  dérivée  de  cetto 
dernière  quotité, 

et  »  par  la  même  raison ,  ont  aura  ,  en  prenant  de  nouveau 
la  fonction  dérivée. 


F^x=  m  (m —  i)  (m  —  fl)  Ax 

et  ainsi  de  suite. 
Donc  ,  puisqu'on  a, trouvé  en  général , 

5 


Sd  G  A.  L  C   0  L 

en  aurt^  pour  le  eus dey^so:*, la  série 


(x4-0'"==a:»*+m»'«--»î4^2fciîaJ«^ 


4^  .  s"     ^^^g^^'f  etc. 


Si  «m  diriàe  WiO»  r^atibu  ptr  dt*^^  et  tfo^on  y  ïattttmîtt&tm 

m 

Cette  fbrMmle  téîsuîte  de  iâ  î)tècédfeiite  en  y  faiàânt  a:  =:=  i  ; 
tttâiis  iî  tfaûtàit  pas  été  rigoureux  de  l*eû  déduite  de  cette  ma- 
nière ,  ptds^'on  a  d^i  retndnjaé  que  le  déyeloppement  de  la 
fonction y(a;-f~0  ^°  puissances  entières  de  iy  peut  cesser  d'être 
exact  dans  des  cas  particufiers  de  k  v^eior  de  Jt. 

Si  maintenant  on  multiplie  Téquatâon  précédente  par  a^^  et 
qii'on  j  substitue  ensuite  6  à  la  place  de  ai,  on  aura 

(a-f  t)«  =(ï«  4-  mû«^»  b  +  ^^^^^  a«-»4*  +  etc  , 


quelques  valeurs  qu*on  attribue  aux  quantités  û,  b,  m. 

La  méthode  que  nous  aytyms  efttploj««  {dtrs  haut  pour  trouver 
directement  la  fonction  primitive  d'une  quantité  constante^ 
peut  être  appliquée  kétetatt^s  cias.  Eii  effet;,  éi  dani  la  for- 
mule générale 

cga  fait 

la^onctîon/  (a: + i)  deviendra  indépendante  de  x^  et  sera  par- 
çonçé^nt  égale  à,  ime  eoâ($tante  6  ^  kqûelle  s^ra  proprement 
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ia  yaleur  de^  lorsque  x=:o.  On  aura  donc  ainsi 


X* 


d  où  Ton  tire 


b  ssc/i— jçf' a?  +•  — ^/*x— etc. , 


/x=  i  +  xf  X— Ç/^x+ etc. 


Si  maintenant y'x=  a ,  on  aura 

f'jti=:o,fx 7=10^  etc.: 
donc  ficrs^b-j-ax. 

Si  /'x=ax,  on  av» 

/"x  =  a,/^x  =  o>/»^x  =  o,etc.; 
donc     , 

/x»i+tfx»—  —  x=*  +^. 

Si  /'xssox*,  on  aura 

/^x=flax, /^x=flfl;i/*'js?«o,/'x=o,  etc; 

donc 

et  ainsi  de  suite. 

En  général ,  si/'x  =  ox",  on  aura,  en  prenant  les  fonction^ 
dérivées , 

f"x=nax^\  f'x=n  (»—  1  )  ox*^,  etc.  ; 

donc  substituant  ces  valeurs  ^  ' 

Or  on  a  I  par  le  développement  ^ 

.  4 


^  C  A  L  C  U  t 

donc 

et  parconséquent 

quel  que  soit  le  nombre  n;  donc  on  aura 

/c= j f-J. 

En  effet,  la  fonction  dérivée  de  cette  quantité  écra,  par  ï^ 
règle  générale. 


a  (71+  i)  X* 


=  oo?* 


la  constante  b  ayant  zéro  pour  fonction  dérivée. 
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LEÇON     QUATRIÈME. 

Fonctions  dérivées  des  quantités  exponen^ 
tielles  et  logarithmiques.  Développement  de 
ces  quantités  en  séries. 

XJ  À  fonction  x*",  dans  laquelle  x  est  la  variable  et  m  est  une 
constante  ^  conduit  naturellement  à  la  considération  de  la  fonc- 
tion a*,  dans  laquelle  la  variable  est  x,  et  où  a  est  une  cons^ 
tante.  Ces  sortes  de  quantités  s'appellent  exponentielles^  parce- 
qu'elles  ne  varient  qu'à  raison  de  l'exposant. 

Pour  trouver  la  fonction  dérivée  de  a* ,  il  n'y  aura,  suivant 
le  principe  général ,  qu'à  substituer  x-^i  à  la  place  de  x ,  et 
développer  suivant  les  puissances  de  i  ;  le  coefficient  du,  term^e 
^ecté  de  i  sera  la  fonction  cherchée. 

Cette  substitution  donne  la  fonction 

Supposons  a  =  1  +  ft ,  on  aura 

et  par  la  formule  générale^  dçmontrée  précédemment,  oa 
aura 

En  ordonnant  les  termes  de  cette  série  suivant  les  puissances 


I 
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de  i ,  il  est  facile  de  voir  que  les  deux  premiers  termes  du  d»— 
veloppement  de  a^,  seront  ' 

.    A       6*      i'      i4  K . 

^  +  C*-Y+3— 4  +  etc.).. 

Soît ,  pour  abréger , 

.       6»      &»      i< 

a         •  5 

on  aura  donc  i  +  ^^  pour  les  deux  premiers  termes  du  dé- 
Tsloppement  de  a';  parconséquent,  en  multipliant  par  af^,  on 
aura  af'^ca^i  pour  les  deux  premiers  termes  du  développe- 
ment de  a'~^'.  Donc  ccr',  coeiEcient  de  i^  sera  la  fonctioa 
dérivée  de  a** 

Le  coefficient  c  dépend  ^  comme  l'on  Toit  j  de  la  quantité  a  , 

qui  est  comme  la  base  de  Vexponentielle ,  et  on  nomme  com« 
munément  ce  coefficient  le  module. 

On  peut  ainsi  établir  cette  règle,  que  la  fonction  dérivée 
étune  quantité  exponentielle ,  est  égale  à  cette  exponentielle 
multipliée  par  un  coefficient  constant  qui  dépend  de  la  base  de 
Vexponentielle ,  et  quon  nojrnne  le  module. 

Puisque  la  dérivée  de  a*  est  ca!',  la  dérivée  de  celle-^i 
sera  c^  af' ,  et  la  dérivée  de  cette  dernière  sera  de  même  c'  a*^ 
et  ainsi  de  suite. 

Ainsi  en  faisant  fx'=.c^  ^  on  aura 

fx  -szLof  y  fx  =  c»a*,  etc. 

Donc  ^  substituant  ces  vakiérs  dans  le  développement  de 
f^x-j-i),  on  aura 

c*  c^ 

Q!'^z=z(^  +  ci^i  +  '^  a*j*+  — ^ a*? -f- etc.  t 


DEiFONCTIONS.  SIJ 

tt  divisant  par  ci*, 

tf  =  1  +CI  ^ 1 ^4- etc. 

C  est  la  série  dont  nous  n'avions  trouvé  ci-dessus  que  les 
deux  premiers  termes.  Elle  peut  servir,  conune  l'on  voit,  à 
réduire  toute  puissance  en  une  série  ordonnée  suivant  les  puis~ 
sauces  de  son  exposant. 

On  peut  par  cette  série  déterminer  directement  la  valeur 
de  a  en  c. 

En  faisant  îrc  i ,  on  aura 

c»        c' 
fl  =  i  +C  +— +;rir  +  ete. 

* 
Et  lorsque  c  ==  i ,  la  valeur  de  a  se  trouvera  exprimée  par  1a 

série  très-simple 


a    '    a 


dont  la  valeur  est 

9i,;ri8a8i8a8i(59  — 

C'est  le  nombre  qu'on  désigne  ordinairement  par  e ,  et  qui 
est  parcongéqoent  la  base  des  exponentieiks  dont  le  module 
est  l'unité. 

Ainsi  f  en  faisant  fx^^e^,  on  aura  simplement /^x  rs  e*  ^ 
px  x=  é*.,  etc.  ;  et  coneéquenmieat 

$i,  dans  l'équation  trouvée  d-dessua 
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on  faiti=-,  on  aura 
c 

fl^sTsi  +  i-j 1 =  -4-  et^'-  •  =  «• 

a      a. 3 

Ainsi  on  a  entre  les  trois  constantes  a^  c  et  e  la  relation 

a'  z=::e^  d'où  Von  tire  a=«** 
Cette  équation  donne  aussi 

d'où  l'on  voit  qu'en    prenant  c  négatif,  a  se  change  em 
-;  ainsi  en  faisant  ces  changemens  dans  l'équation 

(a—iy  ,  (g— 0^ 
a  0 

donnée  ci-dessus  y  on  aura 

c=^=li+^^^  +  ^-^=4^+ etc. 

Cette  série  est  plus  propre  que  la  précédente  à  donner  I^ 
valeur  de  c,  lorsque  a  est  un  nombre  plus  grand  que  l'unité. 

En  faisant  a  =  lo,  on  ^ 

c  =  o,9+Ç2|^  +  (2flVetc; 

et  on  trouvera  par  le  calcul^ 

c  =  a,3oa585o92g94 

On  peut  exprimer  toute  quantité  variable  par  une  constante 
élevée  à  une  puissance  variable;  alors  l'exposant  de  cette  puis- 


t 
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sance  devient  une  fonction  de  la  même  quantité^  et  cette 
fonction  est  dans  le  sens  le  plus  général  le  logarithme  de  la 
quantité  proposée.  D'où  Ton  yoit  que  les  fonctions  logarith- 
miques ne  sont  proprement  que  les  réciproques  des  fonction^ 
exponentielles* 

Nous  dénotons ,  en  général ,  les  logarithmes  d'une  quantité 
par  les  mots  log ,  mis  ayant  de  cette  quantité  en  forme  de  ca^ 
ractéristique.  Ainsi  log  3ù  exprimera  le  logarithme  ou  la  fonc- 
tion logarithmique  de  a:  ^  et  cette  fonction  sera  donnée  par 
YéqvLaXion  xzzzaf^f^  ^  où  a^  base  de  l'exponentielle,  sera  en 
même  temps  la  base  du  système  logarithmique. 

Pour  trouver  maintenant  la  fonction  dérivée  de  log  x,  on 
fera^  en  général^ 

fx  =  log  X, 
ce  qui  donnera  xzsaf*,  et  mettant  x^i  à  la  place  de  x^  on  aura 

iéqnation  qui  doit  être  identique ,  et  avoir  lieu,  parôonséquent , 
quelle  que  soit  la  valeur  de  i.  Or,  par  le  développement, 
on  a 

en  posant 

i»  =  îf  af -f- -/''x  ff. etc.  ; 

donc  faisant  cette  substitution ,  on  aura 

■   •         ^+<*         f^       »  • 


et  divisant  par  jp^ 


1  +-  =  a  . 

x 


Or,  par  la  formule  trpuvée  ci-dessus  ^  on  a^  en  général. 


So  C   A  L  C  V  1 


o  .  c*«* 


a    =1  +  €•+— — 4-etc  : 

donc  on  aura 

•   *           .        .  c*»*   . 
i-f--=i-|-ctf-J L  etc. 

PoAc  remettant  pour  «  aa  valeur,  et  ordonnaiit  les  tenat» 
«uiva&t  les  pimsancea  de  i ,  on  aura  cette  écjualion  identique  , 

i=:  j^'ap+  ^[c*(/;»y +çf"jp3+etc,; 
•t  la  coraparaiflon  des  terme»  dotmera  d*abord 

d'où  l'on  tire 

La  comparaison  des  autres  termea  donnera  les  vakiurjg  d« 
fx ,  /*a?,  etc.;  mais  U  est  plus  impie  de  les  déduiro  suç-^ 
cessivement  de  celle  de  f^x. 

La  constante  c  dépexid  de  la  base  «  du  système  logarith- 
miqùe ,  par  les  mêmes  formules  que  nous  avons  trouvées  jplus 
haut;  relativement  aux  logarithmes ,  elle  s'appelle  te  meduh 
du  système  logarithmique. 

De  là  résulte  cette  règle  générale  :  que  la  fonction  dérivée  du 
logarithme  d'une  variable,  est  égale  à  t  unité  divisée  par  cette 
variable  multipliée  par  le  module  du  système  logarithmique. 

Puisque 

^ = log X  donne f'xzsz  — , 


ex 


en  prenant  successivement  les  fonctions  dérivées ,  d'après  la  règle 
générale  des  puissances  ^  on  aura 
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donc^  »  on  fait  ces  substitutions  dans  le  développement  d» 
f^x-^i)^  on  aura  la  série 

pour  la  valeur  de  log  (x  +  i). 

Ayant  ainsi  le  logarithme  d'un  nombre  quelconque  x ,  on 
peut  par  cette  série  trouver  celui  d*un  autre  nombre  plus  grand 
X  +  ï ,  et  la.  série  sera  d'autant  plus  convergente  que  la  difie-^ 
renée  i  des  deux  nombres  aura  un  moindre  rapport  au  nombre  x. 

Par  la  théorie  de$  logfarithmes^  qh  a 
log  (x+0— logx^bg  (~^)  ==^log  (i  +^)  ; 
dojic^  si  on  fait  da4s  la  formule  précédente  ^  =^>  on  aara 

log  (  1  +y )  =  i  ^j.  -  i*  + 1-  -  «te.  )y 

formlde  coxmue. 

Soit 

I  4-^  =:« ,  on  aurajr  =  «  —  i  ; 
donc 

Ioga=;-  <(a*"i)  **  ^*  *■■  -  /■■  4-  i-~*-4— «tc.> 

Cette  série  n*est  convergente  etparconséquentnepeut  servir 
i  trouver  le  logaritlnne  dm  nombre  donné  »,  que  lorsque  ce 
nombre  diffère  peu  de  l'unité;  mais  on  peut  la  rendre  conver- 

9 

fjpntt  i^dans  tout  les  cas^  par  la  substitution  de  |/ft  au  lieu  de  z  : 
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car  puisque  log  ^z  est  égal  à  —^—,  on  aura  en  multipliant  par  ^j 

log 2=^  |i/z~i- i(v/*-i)»+  1  C^*-!)'  —  etc  j , 

OÙ  Ton  peut  prendre  pour  r  un  nombre  quelconque  positif  ou 
négatif. 

Or.  quel  qqe  soit  le  nombre  «,  on  peut  toujours  en  extraire 

la  racine  d'un  degré  r,  tel  que  \/z  soit  un  nombre  aussi  peu 
différent  de  l'unité  qu'on  voudra;  ainsi  la  formule  précédente 
donnera  toujours  la  valeur  de  log  «^  avec  toute  l'exactitude 
qu*on  pourra  désirer. 

r 

r  i 

Si  on  prend  r  négativement^  alors  yz  devient ^  et  la  série 

Vz 

qui  exprime  log  z,  devient^  en  changeant  les  signet ^ 


L        i/z         \        l/z/  \       l/z/  J 


log»  =  -|  1— 


où  tous  les  termes  sont  positifs.  Ainsi  on  peut  avoir  à  volonté 
pour  la  valeur  de  log  z  ^  une  série  dont  tous  les  termes  soient 
positifs  ou  alternativement  positifs  ou  négatifs.    Car   il  est 

r 

évident  que  z  étant  un  nombre  plus  grand  que  l'unité^  [/z 

f 
sera  plus  grand  que  l'unité ,  et  z  étant  moindre  que  Tunité ,  (/s 

eera  ausn  moindre  que  l'unité  ;  mais  les  différences  seront  d'au- 
tant plus  petites^  que  l'exposant  r  de  la  racine  sera  un  plus 

r  I 

crand  nombre;  donc  (/s-— i  et  i— —  seront  positifs  dan3  le 

r 

premier  cas ,  et  négatifs  dans  le  second. 

Si 


t>  ]&  s    r  o  iv  c  f  i  ô  N  s;  5i 

Si  a  est  la  baie  des  logarithmes^  ensorte  que  log  a  r=  i ,  on 
pourra  par  les  mêmes  formules  déterminer  aussi  exactement  qu'on 
voudra^  la  valeur  du  module  c\  car  en  faisant  ioga=.  i^  on  aura 

ou  bien 

L      l/a         \      I/o  /  \       î/a/  J 


c=; 


n  est  clair  que  les  deux  séries  que  nous  venons  de  donnet 

peur  Texpréssion  de  log  s ,  seront  nécessairement  conv6rgex)l|tes 

t 
aussitôt  qu'on  aura  extrait  de  z  une  racine  r,  telle  que  |/^2— - 1 

soit  une  fraction  moindre  que  Tunité  ;  car  alots  i  •-<-  *— -   sera 
une  fraction  plus  petite  encore ,  puisque 

1  _lA— vi 


f  r 

Ainsi  ^  puisque  dans  la  première  série  les  termes  sont  altâma*> 
tifs,  le  second  et  le  troisième ,  le  quatrièVne  et  le  cinquième ,  etc. 
formeront  des  sommes  négatives;  de  sorte  que  la  première  série 
donnera 

log«<;(i/«  — i). 

Au  contraire  la  seconde  série  ayant  tous  ses  termes  posi-* 
tifs  donnera 


K'-ty 


log«> 

m  i 
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Ainsi  on  a  tont  de  suite  deux  limites  pour  la  ^Aeiafûé  log  z  i 
qu'on  peut  resserrer  antaxt  que  l'oiit  veut ,  «a  prenant  r  toor- 
jours  pins  grand.  ...  .    ^    .  ' 

r 

On  aura^  par  la  même  raUon^si  (/a  ^  a  ^ 

>  .        ■  *        .   , 

c<r(i/a-0>rA i-V 

Puisqu'on  a  r 

il  est  visible  que  la  dilFérence  entre  les  deux  limites  de  log  z 
€era 


^ci/»-oxyi-4-Y 


ainsi  en  prenant  Tune  ou  rautre  des  deux  expressions  précé- 
dentes de  log  z^  on  e$t  as^ujré  que  Terreur  en  excès  ou  en 
défaut  est  nécessairement  moindre  que  cette  même  quantité. 
Ainsi  on  sera  sûr  d'avoir^  par  ces-e^^ressions^  les  logarithmes 

r 

«xacts  jusqu'à  s  ciiiffres ,  ea  prenant  la  raciiM  |/ s,  de  telle 
manière  qu'il  y  ait  apr èç  la  virgule  s  siéro  ayant  les  chiffres  si* 
gnificatifs. 

En  général,  puisque  l'erreur  ya  en  diminuant  à  mesuré 
que  l'on  prend  l'exposant  r  de  la  racine  plus  grand ,  on  peut 
dire  qu'elle  deviendra  nulle  ou  comme  nulle ,  si  on  prend  r 
infiniment  grand  ;  de  sorte  qu'on  pourra  regarder  alors  l'une 


rc^^Oet^A--^^, 


et  l'autre  des  deux  formules  -  (  î/z — :  ^ 

y' 
conune  l'expression  exacte  de  log  ». 

'On  peut  conclure  de  là  que  les  logarithmes  rentrent  dans 
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h  ckue  âet  puiêianoet,  et  fona^nt  le  premier  tertte  de  la 
«èie  des  puisajuices  dont  les  exposAAs  croissent  ou  detroissent 
depaia  zéro,  ou  le  dernier  terme  des  raduet  do&t  les  degrée 
Tont  en  augmentant  à  l'infini. 

C'est  aussi  sous  ee  rapport  ^'on  peut  i£re  qu*à  un'  nombre 
donné  répond  toujours  une  infinité  de  logarithmes  »  puisque 
sa  racine  infinitième  a  nécessairement  une  infinité  de  valeurs 
différentes,  ' 

La  meilleure  manière  d'employer  ^a  formule  précédente , 
est  de  prendre  pour  r  une  puissance  de  a ,  puisqu'on  n'aura 
alors  que  des  extractions  de  racines  quarrées  à  faire.  C'est 
ainsi  que  Briggs  a  calculé  les  premiers  logarithmes  :  il  avait 
remarqué  qu'en  faiéant  des  extractions  successives  de  racines 
quarrées  d'un  nombre  quelconque,  si  on  s'arrête  dai)s  Uflie 
de  ces  extractions ,  à  deux  fois  autant  de  décimales  qu'il  y. 
aura  de  zéro  à  la  suite  de  l'unité  ,  lorsqu'il  n'y  a  plus  que  l'u-? 
nité  avant  la  virgule ,  la  partie  décimale  de  cette  racine  se 
trouve  exactement  la  moitié  de  celle  de  la  racine  précédente , 
en  sorte  que  ces  parties  décimj^es  o^t  entre  elles  le  même  rap 
port  que  les  logarithmes  des  racines  mêmes  ;  c'est  ce  qui 
lisuke  évidemment  de  la  ft^mule  précédente» 

.  Aksi,  en  prenant  r  =  a**,  on  trouve  pour  a  c=  lo 

r 

t/a!i=i ,  ooooo  ooooo  oooô'o  00139  ji^^pk  08126  5o5a7  oSaSt 
•^  ;£p  ç>  oQopci  ooooo  oopoo  oooSfi  7S$i7  9f^9i  4o354- 
De  sorte  que  1*^9^  âiirak 


y  a — 1 


C'est  de  ce  npii^bre  Won  a  tiré  ceiui  cru*oa  a  doni^  ci- 
W8su$  pour  la  valeur  de  c. 
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§i,majaiten4]it  (m  ¥eut.  avioir»  par.  exemple^  le  logarithme 
de  3 ^  on  fera  z  =  5,,  et  employant  de  même  60  extrac- 
tions ^e  ^rficines  quairées  >   on  trouvera  les  nombre»  suiyan»: 

r 

l/s=zj,  00000  00000  00000  00035  uSq4^  ^4^74  5893a... 

et  de  là  • 

'  T 

.. ,       -r  •  ■    T^T'u997i74flo8iâ55o5a7. . . 

:      =0,  477*^  ia547  1966a.-...  * 

Cette  métïiode  est,  comme  l'on  voit,  tjrès-laborieuse  par 
le  grand  nombre  d'extractions  de  racines  qu'elle  demande 
pour  avoir  un  résultat  en  plusieurs  décimales;  mais  les  sé- 
ries que  nous  avons  données  ci-dessus^  servent  à  la  simplifier 
et  à  la  compléter;  car  quel  que  soit.  le  nombre  z,  il  suiEra 
d'en  extraire  quelques  racines  quarrées^  jusqu'à  ce  qu'on  par- 

r 

vienne  à  un  nomlSre  V"  z  qui  n'ait  que  l'unité  avant  la  vir- 

gule;  alors  les  puissances  de  v^z— 1  seront  des  fractions  d'au- 
tant plus  p  3tîtes  qu'elles  seront  plus  hautes  ;  parconséquent 
il  suiEra  toujours  de  prendre  un  certain  nombre  de. termes 
de  la  série,  pour  avoir  les  logarithmes  exacts  jusqu'à  tel  ordre 
de  décimales  qu'on  voudra. 

Les  logarithmes  qui  ont  l'unité  pour  module ,  sont  ceux  qui 
îse  nomment  logarithmes  naturels ,  ou  hyperboliques  ,  parce- 
qu'ils  représentent  l'aire  de  Thyperbol^  équilatère ,  reportée 
aux  abscisses  prises  sur  l'une  des  asymptotes,  et  que  Neperàle 
premier  calculés.  Leur  base  est  le  nombre  e^  et  pour  les 
distinguer  des' autres,  nous  les  dénoteront  simplement  par  k 
caractéristique  /.  .     '    : 

I  * 

•    Ainsi  Ix  aura  pour  fonction  dérivée  - ,   et  la  formulé  géné^ 

•35     ^       •     C- 
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ralexrrra'"^*  deviendra  pour  ces  logarithmes,  x=c**;  de 
sorte  qu'on  aura  en  général  û'*f*=e'*;  et  comme  on  a 
trouvé  plus  haut  a=e'^ ,  on  aura  e*^  '*^*  =  e**;  et  parconsé- 
quent  Ix  z=zc  log  x.  D'où  l'on  voit  que  les  logarithmes  d'un 
même  nombre^  dans  différens  systèmes,  sont  en  raison  in- 
verse de  leurs  modules. 

Au  reste  l'équation  a  =  e^  donne  c^rinLai  d'où  il  suit 
que  le  module  c  du  système  logarithmique  dont  la  base  est  a , 
n'est  autre  chose  que  le  logaiithmeî naturel  delà  même  base. 
Ainsi  on  pourra  par  la  suite  substituer  l'expression  La  a  la 
place  de  c  ^  dans  les  fonctions  dérivées  de  à*  et  de  log  x. 

De  cette  riHukièi'e  ,  on  atira  aFl:a  pour  la  dérivée  dé  (f^ ,. 
et  — ^ —  pour  la  dérivée  de  log  x.    ..  -  . 

Dans  le  sjrstème  dei  logarithmes  des  tables  usndlespla 
base  a  est  supposée  égale  à  lo;  ainsi  «le  module  de  ceëystôm«r 
sera  /.lo,  dont  la  valeur  est  i2^3oa585o9<2994- * - 

Avfuit  de  terminer  cette  Leçon  ^  je  ne,  puis  m'empêcl^er 
d'indiquer  un  usage 'très-dimplé  ^e-  la  f<»iiiule, 

pour  trouver  le  développement^  d'une',  puissance  quelconque 
d'une  quantité  composée  d'autant  de  termes  que  l'on  voudra. 

En  effet,  si  à  la  place  de  i  on  met  i  (/j  4.  ç  +  r  +,  etc. )  , 
on  aura  •  ..  -   . 

e'CH-^-^'^'»*)  —  1  +  i  (  n-f  a  +  r  +  etc.  ) 
+  \  (P^?^r+etc.)«+  ^  (pf+.v<?  +  r+etç.)3  +  etc. 
;Aiâsi  le  terme  multiplié 'par  ^^  sera       :  "^ 


(p4-<y4-r4-etc.) 

\  «22.3 771 


m 


1 
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d'nn  «tttra  e6t&,  «n  a 

yOH^+f  ««3  sse»  X  e*  X e*. . . . 

•  I 

âi{Férens  produits ,  multiplié  par  i  .a.3. .  .?n  j  sera  la  valeur 
de  (p  +  ^+r+ctc.,)"*. 

Qr  il  Ml  râiWft  ^e  eè  Maiieitm  es  tosèaims*  €f  vpdsé  d*ta« 
Hflit  d«  tennrfs  dh  la  ibxAitt 

K      U    9 

p    a    r  ,..    .      . 
1  .  a  .  3  ..  .^v  X  i^a.3  ..  fc  X  i^*4<^  w.;.  r  X  ••« 

qu*on  peut  donxier  de  valeurs  ditTénnitet  à  a^  ft,  r,  etc. ^  de 

^rte  que  Ton  ait 

en  prenant  pour  ^^i^f-^v^  un  des  nombres  entiers  positifs. 

Ainsi  la  puissance  (p+<7  *j-r  4~  etc.)*"  sera  Composée  d'aur 
tant  de  termes  de  la  forme 


1 .3.0.4*  •  •  '"^  p    Cf    r  • .  • 
i.fl.D.  ..A.  X  i.a.o.*^Xi.2.3. .  j'X  .. . 


c»  qui  s*accorâe  avec  et  qofi  âoxmfi  k  tkéciie  desj  û6é«- 
binaisons. 
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LEÇON    CINQUIÈME. 

Fonctions  dérivées  des  sinus  et  cosinus  d! angles^ 
et  des  angles  par  les  sinus  et  cosinus.  Déve^ 
loppement  de  ces  quantités  en  séries* 


L 


ES  angles  n'entrent  dans  Fanalye  que  par  le  moyen  de 
leurs  sinus  et  cosinus  ^  qu'on  dénote  par  les  mots  sim  et  cos» 
placés  comme  caractéristiques  ay^it  les  angles.  On  a  ainsi 
les  fonctions  angulaires  sin  x  et  cos  x,  dont  la  propriété  gé- 
nérale tirée  de  la  nature  dû  cercle,  est  qu'en  prenant  deux 
angles  quelconques  x  et  y ,  on  a. 

sin  (^X'\'y)z:2smx  cos  y  +  cos  x  smy 
cos  (x+j'  )  =  coso;  cosy  —  sin  x  sîny. 

Cela  posé ,  pour  avoir  les  fonctions  dérivées  de  sinx  et  ços  x,^ 
il  n'y  aura  qu'à  mettre  x-j-i  klsL  place  de  x,  et  développe» 
ensuite  les  fonctions 

8in(x-f-0    et    co8(a:+0 

suivant  les  puissances  de  i  :  les  coelficiens  de  i  dans  ces 
développemens ,  seront  les  dérivées  cherchées.  Or  par  les  for^ 
mules  précédentes  >  on  a 

sin  (x  +  i) •=  sin  x  cos  i  +  cos  x  si^i  /  ^ 
cos  (x  +  i)  =  cos  X  cos  i  —  sin  x  sin  L 

Ainsi  tout  se  réduit  à  développer  en  séries  les  quantités 
nn  i  et  cos  i. 

J'observe  d'abord  que  quelle  que  puisse  être  la  série  du  dé- 
veloppement de  sin  / ,  elle  ne  saurait  être  que  de  la  forme 

u^i"*  +  -fîi"+  etc. 

m.,  n,  etc.  étant  des  nombres  positifs  et  qui  vont  en  aug- 
mentant ;  car  le  sinus  devant  être  tml  lorsque  l'ange  eftt  nul , 


i^O  e  A  L  €  V  1 

il  est  évident  que  son  expression  en  série  par  les  puissances  ct^ 
V^n^e,  ne  peut  contenir  aucune  puissance  négative. 

J'observe  ensuite  quç  par  les  formules  générales^  en  faisas^t 
a;  et  y  égaux  à  i,  on  a, 

sinflj=a  sini  co&£  =  a  sin£  l/(i  —  rin*i); 

donc  sin  i  étant  =  AV"  +^^'*  +  ^t^»  >  <^^  ^^^ 

rin  2  j  =  a'^Ai'^  4-  a"i?i"  +  etc* 
D'un  autre  côté,  on  a, 

sin*  i  =  ^*i*«  +  QjiBi'^'^  +  etc. , 
«t 

|/(  1  ^sinn')=Ci-fsin^zy=  i  — f  ^^î^"^— ^^i*^"^»— etc.  j 
donc  on  aura 

2  sin  i  |/  (  i  —  sin*i  )  =  a  :^f"  +■  a  jBi *  -f  etç .  —  j^p^ —  etc. 

cette  série  devant  être  identique  avec  la  suivante 

a"*  ^i"*  ■+  2«^^«  +  etc. 

qui  exprime  la  valeur  de  sin  qI,  la  comparaison  des  premiers 

termes  qui  renferment  la  même  puissance  /",  dpnnera , 

a^  =  a"*-^  i  donc  m  =  1 . 

Ainsi  on  est  assuré  que  le  premier  terme  de  la  série  de  sin  i 
est  jii  ;  parconaéquent  les  deux  premiers  ternies  de  la  série  de 

cosî ,  seront  i  —  -: ,  faisant  ces  substitutions  dans  les  exprès-? 

sions  ci-dçssus  de  sin  (  a:+i  )  et  cos  (  a;  +  i  )  et  n'ayant  çgar4 
iqu'à  la  première  puissance  dei,  on  aura 

sin  (x+£)  =isnia:+i-^cosa;-|-etc. 
cos(a;+ï)  =  cosa; — i^  sinx  +  etc.  • 

donc  la  fonction  dérivée  de  sin  a:  ^  sera  A  çosx ,  et  la  fonction 
dérivée  ^«  cos  x^  ser^  — ^  sin  aç. 

Le  coefficient  A  est  ime  constante  encore  inconnue ,  miâ», 
que  nous  déterminerons  ci-après  par  la  nature  du  cercle. 

Connaissant  ces  premières  fonctions  dérivées ,  on  pourra 
de  la  même  manière  trouver  toutes  les  suivantes.  Ainsi  la 
mçn^ière  dé^vé^  de  «in  a;  étaiit  Jf  cos  a:  ;^  ladériyée  de  çeUfm 
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tï  9era  ^^A^sinx^et  la  troisième  dérivée  sera  «—  jP  cos  x  , 
et  ainsi  de  suite. 

Donc  en  général,  si^x^^sinx,  on  aura 

fx=:Aco$x,fxz=:'^j{^amx,  /•x=-- ^cosx,  etcJ" 

Et  faisant  ces  substitutions  dans  la  série  dudéyeloppemeiit 
de/*(x+0>  o^  ^'^^^ 

sin  (x+i)=«inx+^icosx—  ■■     r  sin  « 

—  — T5-  COSX+  — s*-  sm  X 4*  etc. 
â.3  a. 3. 4 

On  aura  de  même 

fxzzzcosx,  /^x=— ^sinx,  jf^xss— ^coBx, 
fxt=A^sinx,  /^"xzszA^coBx,  etc. 

Et  ces  substitutions  donneront 

A'^  ? 

cos  f  X  4-  i)  =  cosx  —  ^  î  sin  X  — * cos  x 

A^P        '       A^{^ 

4 =-  sinx+  — =^— 5  cos  X  —  etc. 

s^.ô  a.  0.4 


^='^'-'^  +  ri±5 -**"•' 


•      '  • 


Faisons  popr  abréger;  ^.;^ 

A^P  \.      A^i^ 
a.i  **"  3.5.4 

Q3,,_._+^g_-.___^  +  etc.; 

pn  aura 

sin  (  X  +  i)  =  Ç  sin  X  +  P  cos  x 
cos  (  X  +  ï  )  =  Q  cos  X  —  P  sin  X , 

d*Qà  l'on  tire,  par  les  théorèmes  coimus, 


4^  Q  M  h  C  XH  h 

sîn i=zp  et  cos i=  Q. 
Ainn  on  aura,  quel  que  soit  l'angle  i,  les  séries 

«in  I ±=  r u«  — -— =- -f — „   /-;  — >ete. 

a. 3        2.0.4.5 

co..=  i -_  +  __«  _^^__^;  4,  etc. 


Il  senrible  qvtùtt  annit  pâ 'déduire  inaméâkttaixieilt  ces  se-' 
ries  de  celles  qu*on  a  trouvées  ci-dessua  pour  sin  (  a?  +  O 
et  cos  (x-f-i-)  eoi  jr  faisant  4?  ==ro;  mai»  nous-  avons  voulu 
éviter  ici ,  comme  nous  Tàvons  déjà  fait  plus  haut ,  les  dif- 
ficultés qui  pourraient  naître  de  ce  que  le  détekariipemaiit 
de^"  (  X  + 1)  n'est  généralement  iTai  que  tant  qu'on  ne  donne 
pas  à  3è  èeis  ràhstetê  païticdièrer.     -       • 

Mamtenant  il  est  vîsîbfe  quéceaf  séries  seront,  nécessaire- 
ment convergentes  ^  en  prenant  Tangbs  /tel  que /^î  soit  égal 
ou  moindre  que  l'unité ,  et  il  est  visiole  cri  même  temps 
qu'on  aura  sSofk  ... 

sinx  <-^£  «t>  Ai «■; 

.•••■•.    0  :-  -'    '     a.o      .1. 

car  les  termes  ayant  les  signes  alternatifs^  et  allant  en  di- 
minuant, les  sommes  du  second  et  du  âxîisiëiâe^-'ffiijqîiâlâièâie 
et  du  cinquième^  etc.  aei^nt  toutes  négatives,  et  au  contraire 
les  sommes  du'^îsTèma  etduquab'tèmey  Hir  c&quième  et 
du  sixième,   etc.  seront  toutes  positives. 

D'un?  autre  cSti^  S  est  *  démontré  "rîgôtçrciiremfefiÇp^  les 
théorèmes  d' jirchimède ,  que  le  sinus  est  toujours  moindre 
que  l'arc ,  et  que  la  tangente  est  plus  jgrande  que  l'at c ,  àaf 
moins  dans  le  premier  quart  de  ce*cle«;  aina  bn  aura 

.  .         sin  £       . 

sm  ï  <.^i  .et  -— — ^>  i; 
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mais  co«i  =  ^/  (i  — ski*i), 


d'oà  l'on  tire 


^l> 


M.     • 


ainsi  on  ^ùrâ  par  fa  natnf  e  cta  éerck^ 


«m  i  -<  £  et  > 


s 


1^  (I  -f-*») 


Si  donc  on  prend  l'angle  i  ûioÎDdre  -qu'un  droite  et  assez 
petit  pour  que  Ai  soit  moindre  que  Tunité^.on  aura  né- 
cessairement 


1* Sini<^î  et^ 

parconséquent , 


i 


;a\» 


k  (»  -r  »•) 


^i  >        *        «t  ^> 


.■»\  » 


a*,  f Sin  i  >  -^i  —  — 5-  et<  î , 

parc^ttséqtieilt  ^ 


*  •  r         1 


-/»■  —  —g-  <  i,  et  ^  —  -^^  <  1 ,  otti«<n;-k-  ^- 

Comme   ces  conditions    doivent  avoir  lieu,  quelqg^  petit 
que  soit  /,  il  rtisulte  de  la  première,  que  A  ne  peut  pas  être 

•     "  1 

moindre  que  1  ;  car  si  ^  <  1 ,  on  aura  --r  >  1  ;   or  la  con- 
dition 


•^-  •-.  .      -     < 
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donc  quelque  peu   que  -j  surpassât  l'unité ,  il  serait  toujours 
posâble  de  prendre  i  tel  que 

1/(1+?)  fût  <^, 

tandis  que  cette  quantité  doit  .toujours  être  >►  — . 

II  résulte  ensuite  de  la  seconde  condition ^  que  .^ ne  peut 
pas  être  plus  grand  que  Tunité  ;  car  quelque  peu  que  A  sur- 
passât l'unité ,  il  serait  toujours^  .possible  de  prendre  i  assez 
petit  pour  que  l'on  eût 

•*  .  • 

tandis  qu'on  doit  avoir  toujours  ^ 


Donc,  puisque  la  valeur  de  ji  ne  peut  être  ni  moindre^ 
ni  plus  grande,  que  l'uiiité^  il  s'ensuit  qu'on  aura  nécessai- 
rement A=ii. 


Donc  la  fonction  dérivée  de^  sin  x  est  simplement  cos  x  , 
et  la  fonction  dérivée  de  cos  x  e^t— sinx,  «  désignant  un 
angle  quelconque ,  c'est-à-di^^e  >  un  arc  dans  le  cercle  dont 
le  rayon   éstd'ûiàté:  -    "^         .     :  -~  *' 

Ainsi  on  aura,  en  général,   pour  un  angle  quelconque  i, 
'  rini  =  i—  -^-^  +      r^    .  r  —etc. 

2.0  12.0.4.5 

cos  i  =  1  —  —  H 5-7  —  ^  g   /  g  /;  -f-  etc. , 

â  2<0.4  2.0.4<^*^ 

formules  connues ,  et  dont  la  découverte  ^st  ine^  à  Newton. 
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Nous  venons  de  considérer  les  sinus  et  les  cosinus  comme 
fonctions  des  angles.  On  peut  réciproquement  considérer  les 
angles  comme  fonctions  de  leurs  sinus  ou  cosinus  ^  et  en  cher- 
cher les  fonctions  dérivées.  On  désigne  communément  cette 
fonction  par  les  mots  ang  sin  ou  ang  cos ,  placés  avant  le 
sinus  ou  cosinus ,  comme  caractéristiques. 

Soit 

fjt  =  ang  sin  a; ,  on  aura  sin  (/x)  =:  x  ; 

mettant  x-^-i  pour  x ,  et  supposant 

en  aura 

sin(/x-f-»)  =  a:  +  i=:8in  (/r)  cos«-f-cos(/a:)sin^  ; 
or  , 

♦  

sin  (/x)=x;  cos  (/r)  =  l/  {i  — sin*(/r)}  =v/î— x"; 
de  plus 


smorrrzA»—  — =  •+•  etc.  :  et  co8(»=i  — —  +  etc.. 


par  les  formules  trouvées  plus  haut;  donc  faisant  ce»  sub- 
stitutions^ et  restituant  la  valeur  de  tt,  on  aura^  en  ordonnant 
les  termes  par  rapport  à  f  /  Téquation  identique 

+  T  {  V^a~^)/"^-«Cf  *)•}+  etc.  ; 

laquelle  donne,  par  la  comparmson  des  .pren^ers  termes  af- 

feptés  de  i,  -       ■    .  :    •  '  ^        i     :  -•     • 

.     1  =  i/(i— ar*)/'a: ,  d]ou  résulte  fx ?=  ^7==-      " 

•  ,  •  •      •  ' 

La  comparaison  des  autres  termes  donnera  les  v^eurs  de 


4S  C  A  L  €  9  t 

fxy  f^x,  etc.;  mais  il  est  plus  simpk  de  les  dédmre  Im- 
médiatement de  celle  defx. 

Soit  maintenant 

mettant  x-j^i  pour  x ,  et/x  +  ci»  pour  jf a; ,  on  aura 

or-f-i^'Cos  afjp  +  0)  ^^€if à  (Jjg)  co$ M  —  W  (Jx)sïaa  ; 
or 

co8(yi)=a:et8in(ya:)=:  v^(i— Cos*(yj:))  =l/(i — ^}  ; 

faisant  ces  substitutions,  et  mettant  pour  sin  »  et  cos  9  Icurf 

V4leur§  en  sepifts,  o>  —  r-g*  ^tc,,  et  1  -^  —  +  etc.,onaura, 

a.  «3  3 

après  avoir  restitué  la  valeur  de  et,   et  ordonné  les  termi^ 
suivant  les  puissances  de  i ,  cette  équation  identique 

X  +  »  =  X — £  1/ (  i  —  X*  ) /"  X 


et  la  comparaison  des  deux  premiers  termes  affectés  de  i 
donnera 

1=:— ï/(i--i*)/*, 
d'où  résulte  .  * 

Donc,  puisque  x  étant  le  sinus  d'un  angle,  1/(1— x*)  en 
est  le  conims,  et  x  étant  le  eoïkitis,'  v^<)i-r-x^)  en  est  le 
iînus  ;  il  résulte  de  ce  que  nous  venons  de  trouver ,  tfue  la 
fonction' dérivée  d'un  angle  y  exprimé  par  ^on  ùnusyest  escale 
à  Fwiità  ^ÎAfsiée  par  le  cosinus ,  et  que  la  fonction  dérivée 
d'un  angle  exprimé  par  son  cosinus,  est  égale  à  l'unité  di^ 
'  irisée  par  le  sirms,  et  prise  avec  k  signa  moins. 
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I.EÇON     SIXIÈME. 

Fonctions  dérii^ées  des  quantités  composées  de 
différentes  fonctions  d'une  même  Dariahle , 
ou  dépendantes  de  ces  fonctions  par  des  équo;* 
tions  données. 

.■■/es  fonctions  que  nous  yenons  de  considérer  dans  les  trois 
dernières  leçons ,  sont  comme  les  élémens  dont  se  composent 
toutes  les  fonctîoqâ  qu'oa  peut  turt^st  pur  des  opérations 
algébriques;  c'est  pourquoi  nous  ayons  cru  devoir  commencer 
par  chercher  les  fonctipUiS  i^eriyéi9S  4e  oçp  iÇonctiç^ia  iimiptes  ; 
et  nous  allons  yoir  maintenant  comment  on  peut  trouver  les 
fonctions  dérivées  des  fonctions  Composées  de  celles*ci  d'une 
manière  quelconque.    ' 

Nous  supposerons  en  général  que  p^  ?>  ^i  ^^^'  soient  des 
fonctions  quelconques  d'une  même  variable ,  dont  les  fonc- 
tions dérivées  p',  ç',  r',  etc.  soient  connues,  et  que  y  soit  une 
foncticm  composée  de  ji^  </,  r,  etc.;^  dopt  on  demande  la 
fonction  dérivée  ^ . 

On  considérera . que  x  deyen^i^t  x^i^  y  deviendra  en 
général 

-  '    '     '     "      ,   ■ 

0^  P>  9>  ^^  ^^c*  deviennent  en  même  temps 

,  • . .  .,  .«.•--••,' 

il  n'y  aura  donc  quà  nibetftUer  tés  yalèiissîâns- l'expression 
de  jf^  développer  les  termes  «ulv^nît  Ips  pttis9aaci3S.d(e..i,  et 
\  €oelIicient  de  i  ^era  la'yateur  c&erchée  de  j\ 
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Ainsi  ^  8Î 

y^Jp  +  Bq+Cr+etc; 

A  y  B  y  C,  etc.  étant  des  coefficient  quelconques^  on  aura 
sur-le-champ 

y  =  Ap'  +  Bq'  +  C/  +  etc. 

Si  ^  =:  Apq  I  la  quantité  pq  deviendra 

donc 

^\  yzzzApqr^  on  trouvera  de  la  même  manière 

y  =  ^  ^W  +pT(f  +pq/). 

Sïy  =  A-^i  la  quantité  2  deviendra 

P  +  «y  +  «te. 

Développant  le  dénominateur  en  série,  suivant  les  règles  con- 
nues >  on  aura 

(p+i//+etc.)X  (i-^  +  ctc). 


dcmo 


Soit  y  =  ^p"  9*,  la  quantité  p"*  9*»  deviendra 

(p4"«p'+ etc.)"  (</«-|-iY  +  etc.)" 
==^  Cp"+  mip^^  p'  +  etc.  )  (  9" + mç«"*  q^  +  etc.  ) 


ï=  p^(^  -f.  i  (jnp^"^  q^ff  -f-  iifl"*~*  p^q'  )  +  etc.  ; 

donc. 

Y  ^=zA  i^mq^'p^'^^p'  +  np'^q'^^q'  ). 

On  trouvera  de  la  même  manière^  que  si  ^  =  Ap^q^î^,  on 
aura  .  * 

et  ainsi  de  suite. 

Soit  en  génétal^  =  jfpV  ^^  regardant  fp  Comme  une  fonc- 
tion de  p ,  ses  fonctions  dérivées  seront  f^p ,  f^p ,  etc.  ; 
ençorte  que  p  devenant  p-^^cô^fp  deviendra      ^ 

ûî»       ■      * 

fp^^fp-t'r'rp  +  ^^^' 

« 

Or  p  étant  une  fonction  de  x ,  lorsque  \x:  devient  x^  i^ 

.  J* .  .... 

p  devient  p^ip'  *i p"  +  e.tc. 

Donc  faisant 

«=y>'+— /  +  etc., 

la  fonction  fp  deviendra  ^  par  la  substitution  'dé  x^iklsc 
'  place  de  a?, 

•  '  » 

Ainsi  on  aura  d'abord  y'-=,p'fpy  d'où  résulte  ce  prin-^ 
cipe  :  que  la  fonction  dérivée  d'une  fonction  qui  est  elle-» 
même  une  fonction  de  x,  est  égale  au  ptoduit  des  fonctions 
dérivé&s  de  ces  deux  fonctions,  .*■-." 

Ce  principe  sert  à  généraliser  les  résultats  précédens  ^  rela« 
tivement  aux  fonctions  dérivées  des  puissances  des  ezponen^ 
tîelles  àes  logarithmes  et  des  sinus  et  dosihus.   *        ' 

Ainsi,  sivï=p*,  où  aura v' =  7iip'*~'p  ; "      '  ' 

D 
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%iy  z=z.c^^piçi  ^ay^^c^p'  la  ; 

%ïy  =  logpf  onauray=--; 

si  y  ==  sin  p,  on  aura^  ==  p'  cos  p; 
ei  j/  =  cos  p ,  on  aura^  =  —  p'  ain p; 

si  j^  z:^  ang  sin  p,  on  auray  ==  'y^ç^^i_p^  > 

Supposons  ensuite  <^^y  soit  uflc^  fpipuçtion  ^ç  p  et  f  ^  que 
nous  désignerons  par  y  (p,  fl);  il  s'agira  de  substituer  x+i 
à  la  place  de  x  dap&  If  9 .4ei^  £jQAÇtv>i^9  P^tq ,  et  de  trouver 
ensuite  le  coefficient  de  i  dans  le  développement  de  la  fonc- 

tion  C9^SP^fffiP'j  fll-  Pf'î^  'y'*'^  wUî!^  qi»  0»  ^vra  le  même 
résultat^  soit  qu'on  fasse  ces  deux  sub^tutions  à-la-fois  ^  soit 

qu'on  les  fasse  lune,  après  l'autre  ,~  pmsgue  le^  quantités  p  etq 

sont  regardées  dans  ces  substitutions  comme  i^^e^id^ntea. 

£n  substituant  d'ab^o^d  ^^  i  à  [a  >place  de  x  dans  la  fonc- 
tion  p,  la  fonction  j(p,  g),  regardée  seulement  comme  fonc- 
tfçj^  4e  p,  ^ÇjViçfldf^,  ïW  gf  qiojç  nQ^^  vçjWfçs  ii^  trouver, 

/(P>9)+ip7^(p)-f-etc. 

J'écris  simplement  y^(p)  pour  (Résigner  la  fonction  déri- 
vée dey(p,  9)  prise  relatiyement  àpseul^  q  étant  regardée 
comme  constante. 

la  fonction  y  (p,  q)  deviendra  par^U^çiçx^ 


.■--- 1. 


^^  J  (9)  repréiçnite  1^  fbniçjipji  prii|î,e  4ç,/(p,  q)  çpsis  re- 
lativement à  9  seul,  p  étant  regardée  coQ^me  constante. 
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Quant  au  terme  ip^f^p) ,  il  est  visible  qu'étant  déjà 
multiplié  par  i ,  il  se  trouverait  par  cette  nouvelle  substitua 
tution  augmenté  de  termes  multipliés  par  i*,  ?,  etc. 

*  Ainsi  les  deux  prenders  termes  de  la  série  provenant  di| 
développeMent  de  f(,py  g),  après  la  substitution  de  x^i 
pour  X  dans  p  ttq,  seront  simplement 

de  aorte  qu'on  aura 

y=prip)+<ff(.q)-=np.  9). 

Si  y  était  tu»  fonction  iep,  q,  r,  représentée  par/ (p,<;f,r), 
on  trouverait  de  la  même  manière 

et  ainsi  de  suite. 

D'où  l'on  peut  tirer  cette   coocliiiioii  générale  ,    que  la 

fonction  dérivée  d'une  fonction  composée  de  differentesfonc^ 

dons  particulières  y  sera  la  somme  des  fonctions  dérivées  rela-* 

tives  à  chacune  de  ces  mêmes  fonctions  considérées  séparé" 

ment  et  indépendamment  lune  de  Vautre. 

Ce  principe ,  combiné  avec  le  précédent,  suffit  pour  trouver 
les  premières  fonctions  dérivées  de  toutes  sortes  de  fonctions , 
ainsi  que  les  fonctions  dérivées  des  orixes  siipérieurs. 

Ainsi  la  fonction  dérivée  de  p^q  étant  qp^  relativenient  à  p^ 
et  pq[  relativement  à  ç,  la  fonction  dérivée  totale  sera  qp'-^-pq'^ 
comme  nous  l'avons  trouvé  ci-dessus. 

De  même  en  regardant  maintenant  p'  et  (f  comme  de  nou- 
velles fonctions,  dontp*  et  q^  sont  les  fonctions  dérivées,  la 
fonction  dérivée  de  qp[  sera  (fp^  -f*  ^^  j  ^^  ^^  fonction  déû** 
vée  de  p^  sera  p!(^  -f-  pcf  ;  de  sorte  que  la  se€on4e  fonctiom 
dt'rivéd  de  pq  sâxa  qp^  -f»  ajaf ç'  -h  pq^  ;  et  aiiwi  dç-  «uîto. 
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Par  les  mêmes  principes  on  a  :        "• 

•  • 

pour  la  fonction  dérivée  de  f^q^ ,  le  premier  terme  étant  la 
fonction  dérivée  relative  àp,  et  le  second  étant  la  fonction  dé- 
rivée relative  à  ^  ;  et  ainsi  du  reste. 

Sip  =  8in  X  etf =cos  x,  onap^  =  cos  x  et  9^=  — sinx; 
donc  lorsque 

y  =  sîn"  X  cos"  x, 
on  aura 

y  :^m  sin"*~*  X  cos"**"*  x  —  n  cos""'  x  sin*""*"*  x. 

Ainû,  comme  la  tangente  d'un  angle  est  égale  au  sinus  divisé 
par  le  cosinus ,  en  la  dénotant  par  les  mots  tang  placés  avant 
Tangle  comme  caractéristique ,  et  faisant 

sin  X» 

y  =  tang  X  =  

^  °  cos  X 

on  aura 


sm*  X  I 


v'  =  1  H ~  — 

^  cos*  X        cos*  X 

» 
I 

Et  en  général,  si^  z=:\tang  p,  on  trouvera 

•^  cos*  p 

Mais  la  fonction  y  pourrait  n'être  donnée  que  par  une 
équation  entre  x  et  y.  Représentons  en  général  cette  équa- 
tion par 

il  ^st  clair  que  si  on  regarde  y  comme  une  fonction  de  x  dé- 
terminée par  cette  équation ,  et  qu'on  imagine  cette  fonction 
substitué©  au  lieu  de  y  dans  FÇ^y  ^  x) ,  il  en  •  résultera  une 
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fonction  de  x  qui  sera  identiquement  nulle ,  quelle  que  soit 
la  valeur  de  a; ,  et  parconséquent  aussi  en  mettant  x  -f"  i  à  W 
place  de  a:,  quelle  que  soit  la  valeur  de  L 

Dénotons  cette   fonction  :  par  Zy  et  comme  x  devenant 

X  +  i,  z  devient  »  +  fa'  -J z"  +  etc. ,'  on  aura,  quelle 

que  soit  la  valeur  de  i ,  Téquation 

z  +  îV  +-;&"  +  etc.  ==  o  ; 

d'où  Tpn  tire  les  équations 

z=o,  z^  :=2  0,  z"  ^s  Oj  etc. 

Maintenant  z  étant  =  F(  ^ ,  x  )  on  aura  par  les  formules 
ci-dessus 

en  dénotant  par  F'  ( ^  )  la  fonction  prime  de  F (^y,  x') 
prise  relativement  à  y  seul,  et  par  F\x)  la  fonction  prime 
de  FÇ^y,  x)  prifie  relativement  à  a?,  et  faisaiit  a/=i, 
puisque  x  devient  simplement  x  -f-  /. 

Ainsi  l'équation  dérivée  z^  :=o,  sera 

yF'iy)  +  F'ixy  =  o, 
d'où  l'on  tire 

y F'iyY 

i 

On  aura  de  cette  manière,  ta  valeur  de  V  en  fonction  de  x 
et  y  ;  de  là ,  en  regardant  toujours  y  comme  fonction  de  x  , 
on  pourra  déduire  la  valeur*  de  y"  en  fonction  de  x  et  y.  Car 
en  supposant  pour  abréger  y'  =:y*(^ ,  x  ) ,  la  fonction  dérivée 
de  /(  j^ ,  X  )  sera  de  la  forme  y/'  (y)  +/'(*)  i  àoaci 
substituant  pour  y  sa  valeur ,,  on  aura 

'  *•  3 
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et  ainsi  de  suite. 

On  trouverait  U$  ménjcs  rdevact  àe  y" ,  y^ ,  etc.  par  les 

équations  z'  =z  o ,  z"  z=i  o ,  etc. 

Si  l'on  avait  plus  généralement  Téquation 

on  trouverait  de  la  même  manière  l'équatioti  dérivée , 

d'où  Ton  tire 

./-        p'  F'Cp)^q'F'iqy.h*tc. 

^  fXy). 

Et  regardant  de  nouveau  la  valeur  dé  y  comme  une  foiic— 
tion  de  jy  „  p ,  .^ ,  etc. ,  p',  (f,  etc. ,  s^  fonction,  dérivé^  sera  Ja 

valeur  de  y"^;  et  ainsi  de  suite. 

'  -   •   ■      '        '.       '       ^  '  , 

Enfin  si  Von  avÂt  diux  toncûàne  y  et  u  dcMinées  par  les 
équations 

on  pourrait  par  les  mêm^^  opérations  trouver  .immédiatement 
les  valeurs  dey  et  u'  en  fonctions  de y,u,  p,  q ,  etc.  ; 

Car  on  aurait  d*abord  les  équations  dérivées 
y'F'  iy)+u'F'  (ily  +  p'r  (p)  +q'F'  (q)  +  etc.  =o 

'  '  '  * 

4'ôù^ron  tirerait  y  et  i/  ',  et  ainsi  du  re«te. 

Les  règles  que  nous  veaons  d'établir  suffisent  pour  tfouvcf 
les  loncti^is  dérivées  d^un  ordre  quelconque  de  toute  fonction 
d'une  variable^  de  quelque  namère  qfktHe  âoit  donnée^  soit 
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fUtpBeitèmeftt  i^Ar  â«s  extiresodas  âéteroiiiiées,  soit  impHtite-^ 
méat  par  dtfs  iqAaûoai  (jUeloonques. 

Â  regard  ae  la  notation  que  nous  ayons  employée  pour  re- 
présenter séparément  cîiaque  partie  cf'un^  Ipnction  dérivée . 
relative  à  chacune  des  fonctions  particulières  qui  entrent  dan9 
!a  fonction  primitive  ^  on  voit  qu'elle  est  très-simple  et  très- 
commode^  et  nous  nous  en  sétvitbnë  àùsàï  ûûhé  la  suife. 

On  peut  même ,  pa/  cette  nètàtion  i  ne  séparer  du  reste  de 
la  fonction  dérivée  que  la  partie  relative  à  une  variable  don-> 
liée.  Ainsi  lés  fonctions  primés  dfè  fonctions*  dé  p  etq^  oH  Ûé 
p,  (j  et  Ty  ou  etc.,  péuverif  développer  dé  cette  manière 

f(.p,qy=^pTlpy  +  tff(iq) 
f(.P>q.r)=prip)+f{q,  r) 

^  ^b:»  d[?*  alitrés. 

I!  fatît  iàHHôÙti  tb^rm  àé  M  i*ëftféri««:  èhtre  \é^  pàféiiJ^ 
thèses  qui  stiiVèi^la  àîtàéîii:\sHtt[aié'fâèi  fbhéHdn»  d'érigée»  ^ 
que  les  variables  par  rapport  auxquelles  on  veut  prendî^e  lÀ 
fonction  dérivéev  •.";••.  .     . 

Lorsqu'il  n y  a  quune  seule  variable  entre  les  parenthèses 
comme  /*'  (  p  ) ,  cette  expression  indiqué  que  là  fonction  dé^ 
rivée  doit  être  prise  relativement  à  cette  variable ,  comme  si 
^lle  était  seule  et  uniqêe  ;  c'esf-â-dire  qtié  /'  (  p  )  sera  le 
coefficient  de  i  dans  le  développement  de  la  fonction  donnée , 
«n  y  stfb^ittilaïft  éixàplémëm  p  ^  i  alï  liétf  de  p ,  qîlélquë  fonc- 
tion d'ailleurr  que  p  puisse  être  de  x.  •*  ■ 

Quoîqu!il  soit  plus  simple  de  déduira  le^  fonctions  dérivées 
dès'  difiéi'en^  oïdi'es  ïes  unes  dés  aiitre^  f  pàrcéqtie  dé'  cette 
manière  les  mêmes  règles  et  les  mêmes  opérations  font  trouver 
toutes  les  dérivées ,  et  que  ce  soît  même*  cïan^  cette  d€riv^ti<îa 
successive  des  fonctions' que  eo^sistent  l'essence  et  l'algorithme 

4 
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fondamental  du  calcul  des  fonctions  dérivées^  il.  y  a  néanmbii» 
des  cas  où  la  considération  immédiate*,  des  termes  successifs^e 
la  série  peut  ,donner  les  fonctions  dérivées  successives  d'une 
même  fonction  d'une  manière  plus  directe  et  plus  générale  ; 
c'est  ce  qui  a  lieti  lorsque  le  développement  de  la  fonction  en 
série  peut  s'exécuter  facile^nent  par  les  formules  connyes. 

»      r«  '  ■ 

£n  effet  ^  si  l'on  a  en  général 

r 

Pf  q  etc.,  étant  des  fonctions  de  x,  et  qu'on  substitue  a:  +  * 
a  la  place  de  x ,  cette  équation  deyi^dra, 

=/(P  +  ^f?'rl-  aP^  +  etc.,^-!-.!/^  -  9"-|-etc....). 

Et  elle  devra  avoir  lieu  indépendamment  d©  là  ^iKàiititè  in«=- 
déterminée  iyde  sorte  que  si  l'on,  pei^t  développer  .directement 
la. fonction  qui  forme  le  &ecoivd' .membr,e.  en  nn^  série  de  I^ 
forme  *  t      -. 

/(  p,  <?...)+  iP  +  i*Q  +  i'R  +  etc.  î      ■ 
on.  aura  sur-le-champ 

,      ,  .         -      y==P,«i-=;  O    ^  =:/?.etc. 

f    ^-       -    •       -  .  •    -  • 

.  ,  îSoitj  p^r  exemple ,  y,=:pq:  on.  aur^  à  téduire  en  «érie 

l'expression 


'.  (Z'  +  'f^+.'^Pr+etc;)  (9_4;i9'4.  f/'+elc), 


a 

.1 


,et  il  e$t  facile  de  voir  qu  on  aura  , 
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f 

a 


a. 3        a.3   ^     a     "^     a     ^  a.3 

Et  en  général 

"5 — r:=  rr — r  +  T-5 — ttt — T^+rrr^ — 


"/tC»"— a) 


a.3...  m       a.  3. ..  OT      a.3... (/n. —  i )      a.a.3...  (m — a) 

+  a.3.a.3..7n  — 3  +  ^*''' 

l'exposant  placé  entre  deux,  crochets  désignant  Tordre  de  la 
fonction  dérivée^  de  sorte  qu*en  multipliant  par  a.3. .  tti.,  on 
aura  la  formule  générale 

y«)  =  pqW  ^  mp'q^^'^  +  m(m— i)  ^^(«^j  ^  ^^^^ 

En  général  si  on  fait  y  =  pqr ,  on  trouvera  de  la  même    • 

manière  que  la  valeur  de ^ „    sera   composée   d'au- 

1  .a.o. . .  TU 

tant  de  termes  de  la  forme 

p        ^         ^     

i.a.3...  AX  i.a.3...fcX  i.a,3...  fX-«-. 

qu*on  pourra  donner  de  valeurs  différentes  aux  nombres 
K,  fx,  V  etc.  ^  de  maniàre  que  Ton  ait 

X  +  fA  -f-  K  etc.  =  m. 
Supposons 

p  =  ef^  ç  =  c**,  r  s:  €^*  etc. , 
la  quantité  e  étant  toujours  telle  que  /.e  =  j  ,  on  aura 
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et  la  fonction  dérivée  de  Tordre  m  sera 

y"»)  ==  (  a  -f-  6  +  c  -f  etc.  )'^  y  ; 
on  aura  de  même 

p^  ^  -sza  p  ^   q^^''  =  D*^ç  ,  r^  '  =  c  r,   etc. 
Donc^  puisque  y  =  pqr.,,  il  s'ensuit  que  la  quantité 

(  à  -|-  i  4-  c  +  êfc.  }"      ' 

•  -       ->■  ^  •  •     •  -        -      • 
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pourra  se  développer  en  autant  de  termes  de  M  forme 

a     ù    '  c  i . . . 
i.à.a. . .  À  X  1.12.5. . .  /*  X  i.à.a. . .  i'  X  ... 

qu'il  y  aura  de  manières  différentes  de  satisfaire  à  l'équation 

ce  qui  s'accorde  avec  ce  qu'on  a  trouvé  d'une  autre  manière 
à  la  fin  de  la  Leçon  IV',^ 

Faisons  maintenant 

w 

p-nzx^y  </=:x*,  rssx'^,  etc. 
on  aura 

en  faisant 

Donc  prenant  les  fonctions  dérif é«^  de^  ^di'ès  m^x^^yV  ^tXc.^ 
on  aura 

9(/*)=^*(i— i)(ft  — fl)...(l'— /^-hO^*—^ 
i-C  "  )  =  c  (  c  —  1  )  (  c  —  a  ). . .  C  c  —  »  + 1)  a;*""" etc. 
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Donc  puisque 

la  quantité 

1   •  »  .  3 tn 

«e  trouvera  composée  d'autant  de  quantités  de  la  forme 

fl(a—- 1)  (a— a)  . .  .(ii-^x+  i) 

lu  I  ■■mwi         I     M  ■    I»  I       ■   I    t   fc   II     I     I  I  II— it— — ^iW^ 

&(&~i)  (&-fl)... (&-<■*+ 1) 

X  ■  .....  I  ..   ....* 

1   .  â  .  o. . . .  ft 

^  c(c-^i)  (c— a)..  ..(c  —  î'  +  i)*^    ^^ 

X   I'   ■  ■   '■lAT  .i^ >■    r\   ^     '     .u'-  .r  f  X  etc. 

1   .  â  .  o. . • . .  y 
qu'il  7  a  de  manières  diiFérentes  de  satisfaire  à  Téquation 

ee  qtii  indique  «ne  analogie  singHltère  entre  le  développement 
de  la  puissance  d'un  multiftome ,  et  oehii  Au  produit  continuel 
du  même  degré. 

£n  effets  ayant  déveIo|ypé  une  ptttssffiioe  comnM 

(a  +  6  +  c  +  etc.  )"' 

en  ses  diiFérens  termes^  On  aura  tout  de  suite  4e  développe- 
meut:  du  produit  continuel 

ji(ji—i^  (^  — fl)...  (^— m-f  i), 
on 

^=;=a-f-*  +  c  +  etc. 

en  substituant  dans  chaque  terme  à  la  place  des  puissiUKéi 

n^^  b^ ,  c^  etc.,  les  produits  cwitimiels 
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c(a— i)  (a — a). ..  (a  —  x+i);6(ô —  i)(6~a)... 
(6  — fA+i};(c  —  i)(c  — a) (c  —  J'  +  i),  etc. 

On  trouve  une  démonstration  directe  de  ce  théorème ,  pour  1© 
binôme ,  dans  Touvrage  de  Kramp  qui  vient  de  paraître  sous  le 
titre  d'Analyse  des  Réfractions.  -   -    , 

Nous  terminerons  cette  leçon  par  une  observation  impor- 
tante sur  la  nature  des  fonctions  dérivées. 

Il  est  facile  de  se  convaincre ,  par  la  manière  dont  les  fonc- 
tions dérivée^  dépendent  de  la  fonction  primitive^  que  ces 
fonctions  sont  absolument  déterminées ,  de  sorte  qu'une  fonc- 
tion donnée  ne  peut  avoir  que  des  fonctions  dérivées  données 
aussi  et  uniques  pour  chaque  ordre. 

Il  n'en  est  pas  de  même  des  fonctions  primitives  à  l'égard 
de  leurs  dérivées  ;  car  puisque  la  fonction  dérivée  de  toute 
quantité  constante  est  nulle ,  il  s'ensuit  que  si  une  fonction 
donnée  est  primitive  à  l'égard  d'une  autre  fonction  donnée  ^ 
elle  le  sera  encore ,  étant  augmentée  ou  diminuée  d'une  cons- 
tante quelconque.  Ainsi  u'*:î  fonction  donnée  peut  avoir  une 
infinité  de  fonctions  primitives  à  raison  de  la  constante  qu'on  y 
peut  ajouter.  Mais  il  ne  s'ensuit  pas  (|ue  toutes  les  fonctiDna 
primitives  dont  elle  est  susceptible,  ne  puissent  différer  que  par 
une  constante  ;  c'est  ce  que  nous  allons  démontrer. 

Soit  une  £[>noti<»i  donnée  fa:,  dont  Fx  et  19  a;  soient  égale-- 
ment  fonctions  primitives  :  on  aura  donc,  par  l'hypothèse, 

F^x  =/r,  et  (p'o?  :^=:fx  ; 

donc  prepantles  fonctions  dérivées  successives,  on  aura  aussi 

F' oc  =fx :  F^x  =^f'x  etc. , 
et  de  même 

<^"a7  "^^fx  .  <i^x  '=Lf'*y>  etc. 
Considérons  maintenant  les  fonction» 
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on  a  par  le  développement 


? 


donc  substituant  les  valeurs  de  F^x ,  F^x  etc. ,  on  aura 

Et  de  même 

9  (  J?+  0  =  <P^  +  ï/^  +  â-^'^  "*"  rs-^^ "*" ®*^'' 
donc  retranchant  Tune  de  Tautre  ces  deux  équations ,  on  aura 

Comme  cette  équation  doit  avoir  Heu  quels  que  soient 
â;  et  i ,  et  que  le  premier  membre  est  une  fonction  de  x  -f-  î , 
et  le  second  une  pareille  fonction  de  j?  ^  il  est  visible  que  cette 
fonction  ne  peut  être  qu'une  constante  indépendante  de  x  et  L 
On  aura  donc  nécessairement 

Fx  —  9x  =  iï 

K  étant  une  constante ,  et  parconséquent 

Fx  =  <})x  -f-  ^  • 

d'où  l'on  voit  que  si  <^a:  est  une  fonction  primitive  Aefxy  toute 
autre  fonction  primitive  Fx  de  la  même  fonctionna?  ne  pourra 
différer  de  ^x  que  par  une  constante. 

n  suit  de  là  que  lorsqu'on  aura  trouvé  d'une  manière  quel« 
conque  une  fonction  primitive  d'une  fonction  donnée  >  en  y 
ajoutant  une  constante  arbitraire  »  on  aura  l'expression  géné^ 
xale  de  la  fonction  primitive  de  U  fouctioa  doiutée. 
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LEÇON     SEPTIÈME. 

Sur    la    manière   de   rapporter   les  fonctions 
dérivées  à  différentes  T^ariables. 

il  O  u  s  avons  yu  comment  les  fonctions  dérivées  naissent 
des  fonctions  primitives  par  le  simple  développement,  lor*- 
qupn  attribue  à  une  variable  de  la  fonction  un  accroissement 
indétemiaé* 

Ainsi  toute  fonction  dérivée  est  nécessairement  relative  à 
une  vanaUe,  et  un©  fonction  qui  contient  plusieurs  quantités, 
peut  avoir  différentes  fonctipns  dérivée* ,  suivant  les  quantités 
qu'on  y  considère  comme  variables.  Lorsque  ces  quantités  dé- 
pwident  les  une&  de^  autres ,  il  y  a  aussi  d^  velalioB  entre  les 
fonctions  dérivées  qui  y  sont  relative»,  par  laquelle  qn  peut 
déduire  le«  fonctions  les  uafis  des  anti^es  ;  cette  vejatioa  étant 
un  point  important  de  la  ibéorie  des  ibactiaBay  nous  allons 
nous  en  occuper  dans  cette  leçon. 

£n  regardant  y  comme  une  simple  fonction  de  a: ,  on  sait 

que  y  devient  ^  +  îy'  +  -  y  +  etc. ,  x  devenant  x  -sf-  i.  Si 

on  suppose  que  x  soit  elle-même  une  fonction  d'une  autre  va- 
riable quelconque  i ,  et  qu'on  veuille  regarder  y  comme  fonc- 
tion de  £,  alors  i  deveaafit  t-f-  ît  ou  bien  (pour  ne  pas  con-- 
fondre  les  accroissemeas  de  a: et  de  f)^  t  devenjmt  ^  -f*  o,  y 
deviendra  aussi  de  la  forme 

^  +  oy  +  ^y+etc. 

Mais  pour  distingiafer  les  fonctions  dérivées  y  y  %\c, ,  qui 
dans  la  première  formule  se  rapportent  à  x,  de  celles  de  la  se* 
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Coude  qui  se  rapportent  à  t ,  qous  désignerons  pour  un  moment 
les  premières  par  (y  ) ,  {y"  )  etc. ,  de  manière  que  x  dev&» 
nant  ^  -^  i  y  y  deviendra 


? 


Or  X  étant  regardé  comme  fonction  de  1^  lorsque  t  deyient 
<-J-o,  X  deyient 

* 

o* 
ap  4- ^  qî'4* -r- x"  4- «te.  ; 

donc  si ,  dans  la  formule  précédente  ^  on  met  à  la  place  de  i  Tac- 

crpissement  de  a:  ^  qui  est  o  x'4 x"  +  etc. ,  on  aura  égale- 

ment  ce  que  y  deyient  lorsque  t  deyient  t-^-o.  Ainsi  on  aura 
réquatioQ  identique , 

j^+(ox'+Ça^  +  etcO(/)  +  Kox'+-^V  +  etc.)'(y'^ 

o* 
+  etc.,  î=j^  +0/  +  -—  y  4- etc. 

m,    •  ^ 


I        s> 


P^où  Ton  tire  par  la  comparaisou  it^  termes  affectés  des  dif-i 
férentes  puissances  de  o 


La  première  équation  donn^ 

(y  )  =^ . 

la  seconde  donnera 

H  sub^ituaat  U yjdeur-précédsnte  d«  (y  )  ^  qa  aut^ 


s  4  C   A   L  C   tJ   t 


( 

^ 


*f  ^9  - ./ 


La  troisième  équation  donnerait  la  valeur  de  (^  ) ,  et  ainsi 
de  suite.  Mais  j*observe  qu'on  peut  déduire  immédiatement  la 
valeur  de  (y  )  de  celle  de  (  j''  ) ,  et  successivement  celle  de 
Qy*)  de  celle  de  (^  )  etc.  ,  par  la  loi  uniforme  qui  doit  régner 
entre  ces  fonctions  dérivées  successives. 

En  effet,  puisque  Qy')  fonction  dérivée  de^  par  rapport  à  a; 

X  y' 

est  égale  à  ^,  c'est-à-dire ,  à  la  fonction  dérivée  de  y  par  rap- 
port  à  ty  divisée  par  celle  de  x\  de  même  {^y"  )  fonction  dérivée 

de  ()/  )  par  rapport  à  x ,  sera  égale  à  la  fonction  dérivée  de  -^ 

•  •  •  • 

par  rapport  à  i ,  divisée  par  x  ,  et  ainsi  de  suite.  Or  la  fonc- 
tion dérivée  de-^  est-^  — •2--7^  •  donc 


on  aura 

X' 


fv'")--2L_X£_ 


comniie  on  Ta  trouvé  par  la  seconde  équation.  Et  ainsi  de 

âuite. 

Par  ces  substitutions  on  dépouille,  pour  ainsi  dire,  les  fonc- 
tions dérivées  de  ce  qui  dépend  de  la  variable  à  laquelle  elles 
se  rapportaient  originairement,  et  on  les  généralise  de  ma« 
nîère  qu'elles  peuvent  se  rapporter  également  à  toute  autre 
variable. 

Or  ce  qui  déterminait  les  fonctions  dérivées  de  j^  à  se  rap- 
porter à  la  variable  x  ,  c'était  qu'elles  résultaient  de  l'accrois- 
sement i  attribué  à  cette  variable  ;  au  lieu  qu'en  rapportant  ces 
fonctions  à  uue  autre  variable  dont  x  est  censée  fonction ,  l'ac- 

crois^emeiit  de  x  4oYi^t  alors  oa/  -f x"  +  etc.,  o  étant  Tac- 

croissement 
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etDÎââementde  la  nouvelle  variable.  Ainsi  cdmme  le  cas  parti- 
culier où  racôroissemént  de  x  est  simplement  i,  résulta  de  Tex- 
pression  générale  de  Faccroissement  de  or  ^  en  y  faisant  ocf  z=zi  ^ 
il  s'ensuit  que  j/  =  i  est  la  condition  qui  détermine  les  fonc- 
tions dérivées  à  se  rapporter  à  la  variable  x^  et  qu'en  général 
pour  les  rapporter  à  toute  autre  variable ,  il  n*y  aura  qu'à  sup'* 
poser  égale  à  l'unité  la  fonction  prime  de  cette  variable. 

Il  résulte  de  là  cette  conclusion  générale  que  si  une  for^ 
mule  contient  les  fonctions  dérivées  j/  ,y ,  etc.  relatives  à  une 
variable  x^  et  qu'on  yeuille  les  rapporter  à  une  autre,  yariablo 

quelconque  ^  il  faudra  changer  y  en<^i 

yen  >Zy      =*  '^.  — "2-7r  » 

^    \   0^    y         Vv»       af^  ) 

y^—gr^    -  g 

et  ainsi  de  suite.  Si  t  est  la  nouvelle  variable  à  laquelle  on  veut" 
rapporter  les  fonctions  dérivées ,  cette  variable  étant  une  fonc- 
tion quelconque  de  x  et  y ,  il  n'y  aura  qu'à  faire  f'  =  i ,  et  paif- 
conséquent  ^  ^=:o  ^t^z=zo  ,  etc.  ;  équations  par  lesquelles  on  dé- 
terminera les  valeurs  de  a/,  af ,  etc. ,  ou  dey  ,y ,  etc. 

Ce  principe  est  général  et  doit  s'appliquer  à  toutes  les  fonc- 
tions dérivées  qui  se  rapportent  à  une  même  variable.  Il  est 
d'un  grand  usage  dans  le  calcul  dès  fonctions  et  constitue  ua 
des  principes  fondamentaux  de  l'algorithme  de  ce  calcul. 

Le  cas  le  plus  simple  est  celui  où  y  étant  supposée  fonction 
de  X,  et  ses  fonctions  dérivées^  ,y' ,  etc.,  étant  rapportées  à 

E 
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X,  on  T€Qt  au  contraire  regarder  x  comme  fonction  de^  ^  et 
rapporter  à^  les  fonctions  dérivées  af  pta" ,  etc.  On  fera  dans 
ce  cas  les  svbetttKtions  indiqpiéet  ci-dessus  et  on  supposera 

y  =  i,/  =  o,etc; 

1  3^ 

On  substitoera  donc  -7  à  la  place  de  y  ,  -—  -71  à  la  place  dm 

y ,  et  ainsi  des  autres. 

Ainsi ,  ayant  trouvé  dans  la  Leçon  IV,  que  y = a*  donne,  re- 
lativement à  X 

on  pourra  avoir  immédiatement . la  v^^or  de  a/  relativement  à 

y^  en  substituant  simplement  -7  â  la  place  dey,  ce  qui  don- 
nera 

Comme  x  est  le  logarithme  de^  pour  la  base  a ,  on  a  par-là 
la  fonction  dérivée  du  Iqgarithme. 

De  même  en  supposant  jf  ssln  x,  on  a  Vu  dans  la  leçon  Y 
que  l'on  a ,  relativement  à  x , 

y  c=î  cos  x; 

donc ,   pour  avoir  réciproquement  la  fonction  dérivée  x'  de 

l'angle  parle  sinus  j^,  il  n'y  aura  qu'à  substittieir  -7  à  la  place 
dey,  ce  qui  donnera 

I  1 


cosx      V/(i— J'") 
Sionfait 

j^  =:  cosa: ,  on  a y=— sin  0? ; 
donc  on  obtiendra  de  la  même  manière 


\ 
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a^'ss— A-=- 


<i      .  • 


Ces  résultats  s'accordent  avec  ceux  qu'on  a  trouvés  dans  les  en- 
droits cités  d'une  manière  directe  mais  plus  longue. 

ËoSn  ayant  vu>  dans  la  leçon  Yl^  que 

^=tanga:donney=-i^; 

li  on  veut  avoir  la  fonction  dérivée  de  Tare  par  la  tangente ,  on 
aura  sur-^e-champ 

, . 1 1 

""   1  +  tang*  0?  "^  1  +y 

^  £a  général  y  puisque 

y  =  tang  p  donne/  ==  -^;^; 

on  aura  réciproquement  * 

p  étant  une  fonction  quelconque  de  x; 

Si  maintenant  on  veut  regarder  p  comme  fonction  de  y  et 
rapporter  la  fonction  dézîvée  /à  la  variable ^^  on  ferayseï , 
et  Ton  aura 

comme  ci-dessus. 

La  formule  af  =  cos*  x  est  très-pTopre  pQHT  trouver  fin 
cilement  les  fonctions  dérivées  de  x  des  ordres  supérieurs^  En 
effet ,  on  aura  d'abord 

a?"  =  —  a  à/  sin  ac  cos  x  =  -^  a/  sin  a  op 
=z  —  fiîn  a  X  cos*  x, 

en  substituant  la  valeur  précédente  de  x\  Prenant  de  nouveau 

1^ 
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les  fonctions  dérivées ,  on  aura 

X*  =  —  a  a/  (  cosa  X  cos*  x— -sinâ  xsin  xcoax  ) 
=  — a  x^cos5xcos  x=:^— acosSxcos'x, 

et  continuant  de  la  même  manière^  on  aura 

x'^=a  .  Sx'CsinSxcos^x  +  cosSxsinxcos^x) 

=  2  .  3x^  sin  4 ^  cos^ x  =  a  .  3  sin 4 ^  cos^x^ 
x^==a  .3  .43:'(cos4xco8^x-r-»in4^8inxco6'x) 
=  a  .  3  .4^cos5xcos^x=a  .  3  .4cos5xcos^x, 

* 

et  ainsi  de  suite.  - 

Ayant  ainsi  toutes  les  fonctions  dérivées  de  x  relativement 
à^,  c'est-à-dire  ^  en  supposant  xz=ifyy  i\  on  les  substitue  dan» 
la  formule 


i^ 


on  aura  la  valeur  de  x  répondant  ky^i. 

Ainsi  on  aurala  valeur  de  l'arc  dont  la  tangente  sera  tang  x-f-  it 

exprimé  par  la  série 

•> 

,  .  i*C08*x  .  i'cos'x       - 

x+icosjp.  çosx  — —  smax—       „      cosox 

a  3 

,  i^cos+x    ....    ?cos^x       . 
+  — j—  sm  4  X  +  ^ — H —  cos*x— etc. , 

formule  remarquable  par  sa  simplicité  et  sa  généralité. 
Si  on  fait. x=s:  0^  on  trouvera 


arc.tane  i  ss 


i«    .     £5 


tang  i  c=5  *  —  ~  +  -g^  4-  etc., 

"     ,        '  ■• 

formule  connue  et  due  à  Leibnitz;  mais  il  n'est  permis  dt 
faire  x  =:  o  qu'autant  qu'on  est  assuré  d'avance  de  la  forme  de 
la  série.        '      :       - 


f' 
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LEÇONHUITIÈME. 

JDu  développement  des  Fonctions  lorsqu'on 
donne  à  la  variable  une  valeur  déterminée. 
Cas  dans  lesquels  la  règle  générale  est  en 
défaut.  Analyse  de  ces  cas.  Des  valeurs  de9 
fractions  dont  le  numérateur  et  le  dénomi-^ 
nateur  s  évanouissent  àr-lorfois. 

Xja  théorie  des  fonctions  âériyées  est  fondée  sur  le  dévelop- 
pement des  fonctions  lorsqu'on  attribue  à  une  yariable  un  ac- 
croissement indéterminé.  Nous  avons^démontré  dans  la  leçon  II 
que  ce  développement  ne  peut  contenir  que  des  puissances  en« 
tières  et  positives  de  la  quantité  dont  la  variable  est  augmentée, 
tant  que  cette  variable  demeure  indéterminée  »  et  nous  avons 
ensuite  déduit  de  cette  forn^e  les  lois  de  la  dérivation  des  fonc- 
tions. Il  est  donc  «léces^aire,^ avant  d'aller  plus  loin,  d'exa- 
miner les  cas  où  elle  pourrait  se  trouver  en. défaut,  et  les  con» 
séquences  qui  en  résulteraient  relativement  awt  fonctions  dé- 
rivées. .  , 

Nous  avons  vn  dans  la  même  leçon  y  que  la  série  du  dévelop^ 
pement  de/(a7^i)  ne  peut  contenir  de  puissances  négatives 
de  £^  à  moins  que  Ton  ait  fx  =;=  àTinfini  y  parcequ'en  supposant 
iso;  les  termes  qui  contiendraient  de  pareilles  puissances  de^ 
viendraient'in&iis.  '  On  peut  prouver  de  la  mêmfe  manière  que  la 
série  ne  pourra  contenir  aucun  terme  multiplié  par  log  i  ou  par 
une  puissance  positive  quelconcjpiè  de  log  i ,  si  la  même  condition 
n'a  lieu  y  ces -sortesde  tetotes  devenant  également  infinis  lorsque 
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n 


^  CALCUL- 

i=o.  Or  cette^condition  exige  que  la  yariable  x  ait  une  valeur 
détenninée^  qu'on  trouvera  par  la  réfolution  de  réq[aation 

^  o         fx 

Soit  donc  a  une  racine  de  l'équation  7-  s:  o  ^  de  manière 

jx 

que  Ton  ait 

1         (x — a)"* 
Jx  Fx       ' 

Fx  étant  une  fonction  de  x  qui  ne  devienne  ni  nulle  ni  infinie  , 
lorsque  x:=:a,  et  m  étant  un  nombre  positif  quelconque. 

En  mettant  x«f-i  àla  place  de  x,  et  faisant  x=a^  on 
aura 


où  l'on  voit  que  la  série  du  développemeirt  de  /"(  ji?  +  0  ^^^ 

dans  ce  cas  des  termes  de  la  forme  -r-- .    ■.■     .■  etc. 

Considérons  maintenant  les  cas  où  ce  développement  pourrait 
contenir  des  puissances  positives ,  mais  fractionnaires  de  i.  La 
démonstration  que  nous  avobs  donnée  pour  prouver  Tabeence 
de  ces  sortes  de  termes ,  est  fondée  sur  ce  que  ces  tenues  aug^ 
menteraient  le  nombre  des  radicaux  dans  le  développement  de 
f(^X'^i),t^Xi&ê  qu'il  est  évident  que  cette  fbnctioti  ne  peut 
contenir  que  les  mêmes  radicaux  que  la  fonction  fx  y  tant  que 
X  est  supposé  une  quantité  quelconque  indéterminée.  Mais  cette 
démonstration  cesise  d'avoir  lieu  brsqu'on  donne  à  x  une  valeur 
déterminée  telle  qu'elle  fasse  dispar^tre  un  radical  dans  ^; 
car  alors  ce  radical  pourra  être  remplacé  par  un  radical  de  i 
dans  le  développement  de/(  a;  -f-  i  )•  En  effet  ^  supposons  que  la 
fonction /r  contienne  un  radical  qui  s'évonouifise  lorsque  x:szag 
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m    - 

tel  que  (x  -«-a)"  ^rnetn  étant  des  nombres  entiers  ;  lafonction 
fix+i^  contiendra    le  radical  correspondant  (jc— a-f-0" 


m 


lequel  en  faisant  d^ssa  dçTÎent  i"  ;  de  sorte  que  le  développe- 
ment de  cette  fonction  suivant  les  puissances  de  i,  pourra  con- 


m 


tenir  le  radical  i'  et  toutes  ses  puissances  entières  et  po<*- 
sitives. 

Cette  conclusion  n'aurait  pas  lieii  si  la  valeur  partioulière  de 
X  n'anéantissait  pas  le  radical ,  mais  le  faisait  seulement  dispa- 
raître en  rendant  nulle  une  quantité  par  laquelle  il  serait  mul- 
tiplié. Car  quoique  le  radical  puisse  disparaître  de  cette  ma- 
nière de  la  fonction^,  il  pourrait  ne  pas  disparaître  dan»  les 
fonctions  dérivées y'x ,  fx ,  etc.  qui  entrent  dans  le  dévelop- 
pement de  y(x  4*  0  >  ®^  ^^^^  1^  démonstration  conserverait 
toute  sa  fofce.  Ainri^  si  un  radical  de  la  fonctionna;  se  trouvait 
multiplié  par  (  x^'^a)'^ ,  m  étant  un  nombre  entier  positif;  ce 
radical  y  disparutrait  lorsque  x=a;'mais  dans  la  fonctioa 
/(x+O*  il  serait  multiplié  par  (a;— ^a+i)™,  et  dans  le  cas 
de  x=ia,ïi\e  serait  par  i^.  Donc ,  dans  le  développement  de 
cette  fonction^  il  ne  pourrait  pardtre  alors  avant  le  terme  qui 
contiendrait  la  puissance  £*";  parconséquent  il  disparaîtrait  des 
fonctions  àényées f'x  ^  fx ,  etc.  ;  jusqu'ày^^^Ox,  mais  repa- 
raîtrait dans  les  fonctions  dérivées  des  ordres  suivans  ;  de  sorte 
que  le  développement  dey(a7+i)  contiendrait  toujours  dans 
ce  cas  le  même  radical.  II  n'y  a  donc  que  le  cas  où  le  radical 
est  détruit  dans  la  fonction  fx  par  une  valeur  particulière 
àex,  dans  lequel  le  développement  de  yX-^  "I"  0  doive  con- 
tenir des  radicaux  de  i  ^  et  il  reste  maintenant  à  voir  comment 
on  pourra  juger  que  cela  doive  avoir  lieu. 

Pour  cela  j'observe  que  les  fonctions /^(x+î) ,  /^(x+O*  ^t^- 
sont  également  les  fonctions  dérivées  de/(a;  -f-0  ^^^  qu  onlea 
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prenne  relativement  à  x  ^  soit  qn'on  les  prenne  relativement 
ai,  ce  qui  est  évident ,  puisqu'en  augmentant  soit  x,  soit  i  d'une 
même  quantité  quelconque ,  on  a  le  même  accroissement  de  la 
quantité  a: -f-^.  D*où  il  suit  que  Ton  aura  également  les  valeurs 
Aef'Xffxy  etc.  quel  que  soit  x^  en  prenant  les  fonctions  dérivées 
successives  defÇx+i)  relativement  à  i^  et  faisant  ensuite  i:=zo. 

X)r  si  on  suppose  que  le  développement  de  ^(x  +  î)  doive 
contenir,  lorsque  x  =  a,  un  terme  affecté  de  £"• ,  tel  que  ^i", 
ji  étant  une  fonction  de  a  ,  et  tti  n'étant  pas  un  nombre  entier 
positif;  en  prenant  les  fonctions  dérivées  relativement  ai,  il 
faudra  que  les  développemens  des  fonctions 

f(.x  +  i)J'Xx  +  i),etc. 

contiennent  les  termes 

mAi^^^ ,  m  (  m—  1  )  ^  £**"* ,  etc. 

Donc  faisant  i=o,  on  en  conclura  que  les f onctions^, /"'jt, 
jf^x,  etc.  lorsque  af=  a ,  contiendront  respectivement  les  ter- 
mes 

^o"*,  771^0"*"*',  m(in-T-i)^o"*"^;  etc. 

Si  m  est  un  nombre  quelconque  négatif  >  il  est  clair  que  tout 
ces  termes  seront  infinis. 

Si  m  est  un  nombre  positif  non  entier,  soit  n  le  nombre  en- 
tier immédiatement  plus  grand  que  m,  il  est  visible  que  le 
terme, 771  (tu—  i  )  ...  (tti — n-f- 1  )  -^ ô"'"""  sera  infini  ainsi  que 
tous  les  suivans ,  et  que  tous  les  précédens  seront  nuls.  D*où  it 
suit  que  les  fonctions  dérivées  de  Tordre  n""'  et  des  ordres 
suivans  deviendront  infinies  lorsque  jc=a. 

Dans  ce  cas  donc,  si  n  est  l'indice  de  Tordre  de  la  première 
fonction  qui  devient  infinie,  le  développement  de  y*(x^i) 
devra  contenir  un  terme  de  forme  i"*,  m  étant  un  nombre  com-     ^ 
pris  entre  /i—  i  et  /»•  Y 


n 
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Si  n=o ,  c'est-à-dire,  si  la  fonction ^x  devient  elle-même 
infinie ,  ce  développement  contiendra  alors  des  puissances  néga- 
tives de  û 

On  doit  appliquer  aux  logarithmes  ce  qu'on  vient  ie  dé- 
montrer sur  les  puissances  fractionnaires  de  f.  Car  on  a  vu  à  la 
fin  de  la  leçon  lY ,  que  les  logarithmes  répondent  aux  puis^ 
sances  fractionnaires  dont  l'exposant  est  infiniment  petit,  c'est- 
à-dire  aux  racines  iufinitièmes ,  et  que  c'est  par  cette  raison 
qu'il  y  a  toujours  une  infinité  de  logarithmes  répondant  à  un 
même  nombre. 

Aussi,  par  la  même  raison,  lorsqu'on  résout  une  fonction  en 
série  suivant  les  puissances  d'une  même  quantité ,  il  peut  se 
trouver  quelquefois  le  logarithme  de  cette  quantité  entre  les 
puissances  positives  et  les  puissances  négatives  de  la  même 
quantité ,  lorsque  la  fonction  elle-même  contient  des  loga- 
rithmes. 

Ainsi ,  si  la  fonction/r  contient  des  logarithmes ,  le  dévelop- 
pement âefÇx^i)  pourra  contenir,  dans  le  cas  particulier  do 
jr= a ,  des  termes  de  la  forme  £*"  (  log  iy,et  les  fonctions  dé« 
rivées  y  (  07+  i  ) ,  /"  (  a?  -f-  i  ) ,  etc. ,  contiendront  alors  det 
termes  de  la  forme  / 

£»»->  (  log  i  y  et  î*-'  (  log  i  )»-• , 
^e  la  forme 

i""^  (  log  i  y ,  i""^  (  log  i  )*-*  et  i"*"^  (  log  i  )*^; 

et  ainsi  de  suite.  Or  lorsque  1=0,  logf  est  infini,  et  toute 
quantité  de  la  forme  i^Clogî)*  est  nulle  ou  infinie  suivant 
que  m  est  un  nombre  positif  ou  négatif,  quelque  soit  n. 
Donc  puisque  dans  les  termes  des  fonctions  dérivées 

fix  +  i),f''ix+i)  etc., 
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les  ezposaiB  des  puissances  de  i  qui  multiplient  les  puissances 
de  logi  vont  nécessairement  en  diminuant^  il  s'ensuit  qne  dès 
qu'une  de  ces  fonctions  deviendra  infinie'  par  la  position  ds 
x:=za,  toutes  les  autres  des  ordres  suiyans  deviendront  infinie» 
Hussi: 

On  peut  donc  conclure  en  général  que  le  développemeRt 

de  la  fonction  y  (x  -^i)  ne  peut  devenir  fautif  pour  lUie  vdenr 
déterminée  de  x,  qu'autant  qu'une  des  fonctions  yi ,  f'^9 
f*'œyetc, ,  deviendra  infinie  en  donnant  à  x  cette  valeur;  et  que 
ce  développement  ne  sera  fautif  qu'à  commencer  du  terme  qni 
deviendra  infini. 

Pour  trouver  alors  la  vraie  formç  du  développement  suivant 
les  puissances  ascendantes  de  f  ^  il  faudra  faire  d'abord  dans  la 
fonction /(a; -f-i),  x  égal  à  la  valeur  donnée ,  et  développer 
ensuite  suivant  les  puissances  croissantes  de  i  par  les  règles 
connues^  en  ayant  égard  aux  puissances  frartionnaires  ou  né- 
gatives de  i  qui  se  trouveraient  dans  la  fonction  même. 

Pour  confirmer  par  quelques  exemples  ce  que  nous  venons  de 
démontrer^  supposons  d'abord  que  l'on  ait 

fxz=xt^ax  —  a:*  +  a  l/(3^  — a*)> 

et  qu'on  demande  le  développement  y  (  x  +  O  lorsque  a:=tf. 

En  prenant  les  fonctions  dérivées  jBuivant  les  règles  générales^ 
on  aura 


jfxs— 2  + 


et  ainsi  de  suite,  '  .      . 
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£a  faisant  or  =sa^  on  a 

donc  toutes  le»  fonctions  dérivées  des  ordres  suivans  seront 
auMi  infinies ,  et  le  développement  de  /(  a  +  î  )  contiendra  né- 
cessairement un  terme  de  la  forme  Ai'^.rn  étant  entre  ô  et  i. 

En  effet  on  aura  par  la  substitution  de  a+i  dans  l'expres- 
sion de^ 

ff  où  Ton  voit  que  le  développement  suivant  les  puissances  de  i 
contiendra  des  termes  de  la  forme  V^>  iyi,i*  ]/i,  etc. 
Soit  en  second  lieu 

on  aura  ces  fonctions  dérivées 

/'a:=-i f-afx— a)  /(x— a)  +  «— « 

-^   ^""8x»V/x  **'x— û' 
etc. 

Si  on  fait  x= a,  la  fonction  seconde /''x  devient  infinie, 
ùnsi  qne  toutes  les  suivantes. 

Ainsi  le  développement  de/(x+0  par  la  formule  générale 
deviendra  fautif  dan»  le  cas  de  x=a ,  et  il  contiendra  nécessai- 
rement le  terme  i*  /  L 

Nous  avons  observé  plus  haut  que  lorsqu'une  valeur  .parti- 
culière de  X  fait  disparaître  dans/x  un  radical ,  en  ne  détruisant 
pas  ce  radical  lui-mfeme ,  mais  en  rendant  seulement  nul  soqi 
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coei&dent  »  alors  te  même  radical  reparaîtra  néceisairement 
dans  les  fonction»  dérivées /'à:, yV,  etc. ,  et  la  formule  géné- 
rale du  développement  dey*(a:-f-i)  ne  cessera  pas  d'être 
exacte  dans  ce  cas. 

Mais  lorsque  la  fonction^  au  lieu  d*être  donnée  d*une  ma- 
nière explicite  n*est  déterminée  que  par  une  équation  où  le  ra- 
dical ne  se  trouve  pas ,  la  détermination  de  ses  fonctions  dé^ 
rivées  dans  le  cas  dont  il  s*agit^  pourra  être  sujette  à  des  dif- 
ficultés qu'il  est  bon  de  prévenir. 

Soity:=ifa  ,  et  parconséquent^  en  prenant  les  fonctions  dé- 
rivées, y  z=zfx,  y  zzsf'^Xy  etc.  Supposons  que  pour  une  va- 
leur donnée  de  x  il  disparaisse  dans  fx  un  radical ,  lequel 
se  disparaisse  pas  dans  f'x',  il  est  clair  que  pour  cette 
valeur  de  a;,  la  fonction  f'x  aura  un  plus  grand  nombre^de 
valeurs  différentes  que  la  fonction  yis,  à  raison  du  radical  qui 
se  trouve  dansfx,  et  qui  a  disparu  defx\  d'où  il  suit  que  la 
valeur  de  y  ne  pourra  pas  être  donnée  par  une  simple  fonction 
de  a:  et  y  qui  ne  contiendrait  pas  explicitement  ce  radical.  Ce- 
pendant, si  dans  l'équation  j^z^yx  on  fait  disparaître  ce  même 
radical  par  l'élévation  aux  puissances»  et  que  F  équation  résul- 
tante soit  représentée  par 

l'équation  dérivée  de  celle-ci  donnera 

. F'Çx) 

y  -        F'  (jr)  * 

comme  on  l'a  vu  dans  la  leçon  YI;  donc  cette  expression 
sera  en  défaut,  dans  le  cas  où  l'on  donnerait  à  a:  la  valeur 
en  question,  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  qu'autant  que  les 
quantités  JP'  (a?)  et  F'  (y)  seront,  l'une  et  l'autre,  nulles 
à-la-fois.  Ainsi ,  dans  le  cas  dont  il  s'agit ,  l'expression  dej^' 
deviendra  égale  à  zéro  divisé  par  zéro;  et  réciproquement, 
lorsque  cela  arrivera ,  ce  sera  une  marque  que  la  valeur  cor«* 
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respondante  de  x  aura  détruit  dans  fx  un  radical,  sans  le 
détruire  dansf  x. 

Peur  ayoir  dans  ce  cas  la  valeur  de  y,  il  ne  suffira  donc 
pas  de  s'arrêter  à  la  première  équation  dériyée  de  F  (x^^  =  o» 
laquelle  étant 

aura  lieu  d'elle-même,  indépendamment  de  la  valeur  dey; 
mais  il  faudra  passer  aux  secondes  fonctions  dérivées,  et  l'om 
aura  une  équation  de  la  forme 

y  F' (j^) +y»  p +y  Q + A  =±  o, 

P,Q,R  étant  des  fonctions  de  x  tty  qu'on  trouvera  par  les 
règles  générales  de  la  dérivation  des  fonctions. 

Cette  équation  donnera,  généralement  parlant,  la  valeur  de 
y*,  mais  dans  le  cas  proposé,  la  quantité  F'  {y)  devenant 
xiulle ,  le  terme  qui  contienty  disparaîtra ,  et  l'équation  restante 
sera  une  équation  du  second  degré  en  y  par  laquelle  on  déter-- 
minera  la  valeur  dey  qui  sera  parconséquent  double. 

Soit,  par  exemple^ 
ou  aura 

Faisant  x= a,  on  a 

yi=a,  et/xœi  +|/(a— i), 

où  rpn  voit  que  le  radical  disparaît  dans  la  valeur  àefx,  mais 
&0U  pas  dans  celle  defxg  ensorte  que  la  première  est  simple 
€t  la  seconde  double. 

Maintenant  si  on  fait  ^=^,  et  qu'on  élève  l'équatioB  an 
(parrépour  faire  disparaître  le  radical,  on  aura 
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En  ^nant  les  fonctions  primes ,  on  aura  celle-ci 
a(jf— a:)  (y—- i)=a(a: — a)(x — J)  +  (x— a)*; 
d*où  Ton  tire 

*/  ^  »fl(jf  — x) 

Faisant  a? =a ,  on  a  aussi  j  =:=  a  ;  ce  qui  donne 

y=-: 

o 

Oo  passera  donc  aux  foactians  secondes ,  et  l'on  4iira  cette 
iKfiiâiiou  du  >second  ordre  , 

Ici  la  supposition  de  x  =r:  a ,  ety^sia,  donne 

d'où  l'on  tire 

comme  plus  haut. 

n  peut  arriver  que  la  même  valeur  de  x,  qui  détruit  les  ter- 
mes de  la  première  équation  dérivée ,  détruise  aussi  ceux  de  la 
seconde  \  il  faudra  alors  passer  à  TéquatioD  tierce ,  laquelle  par 
la  destruction  des  termes  qui  contiendront  y"  et^*,  deviendra 
une  «mple  équation  eny  ,  mais  du  troisième  degré ,  et  ainsi  de 
sil^ite ;  cela  dépend  de  la  nature  du  radical  qm^mraété détruit 
dans  y ,  et  qui  doit  être  remplacé  par  le  degré  de  t  «qùation  d  ou 
dépend  la  v^ur  de  y\ 

Supposons  en  second  lieu  que  la  tnéme  Taleur  de  Xipû  fait 
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disparaître  un  radical  dansfx ,  le  fasse  disparaître  aussi  dans 
y^x:^  sans  le  faire  disparaître  néanmoins  dànsfx  :  alors  les  va* 
I^nrs  correspondantes  ûefx,  ^tf'x  «eront  en  même  nombre  ^ 
mais  celles  àefx  seront  en  nombre  plus  grand.  Si  donc  on  fait 
évanouir  ce  radical  dans  Téquation  j^=yâ;^  la  valeur  de^* 

qu'on  en  déduira^  se  trouvera =-^  et  il  faudra   passer   aux 

équations  dérivées  d*un  ordre  supérieur  pour  avoir  la  valeur 
de/. 

Soit^  pour  en  donner  un  exemple^ 
on  aura 

Faisant  a:=  a ^  on  a 

jy=ra,/  =  i  cty'=:av/(û-.J). 

Mail  ri  on  rédbit  Féquation  proposée  à  cette  foime  raticHo- 
Ikelle 

on  en  tirera  l'équalioii  dérivée 

2(j^-.r)  (^-iy^/iXx'^yix^b)  +  {x^a)U 

dans  laquelle ,  en  faisant  x= a  et^  =  a ,  tout  se.détnât. 

On  passera  donc  à  Féquation  dérivée  du  second  oidre^  la-* 
quelle  sera 

(y-^)/  +  Cy-i  )•  =  6  (x-c  y  (x-ft)  -f.  4  (  a>-o)». 
Fkisant  X =o ,  et^= a ,  on  aura 
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(y  —  1  )•  =  o ,  et  parconséquenty  =  i  ; 

maîg  pour  ayoir  la  valeur  de  y,  il  faudra  ayoir  recours  kVé 
quation  tierce ,  et  même  à  réquation  quarte. 

On  aura  ainsi 

où  tout  se  détruit  encore  en  faisant  x=a, ^=0,^=1, 
L*équation  dérivée  de  Tordre  suivant  sera  donc. 

Faisant  ici  aj  =  a,  ^=a, y  =  1,  on  aura 

d*où  Ton  tire 

y  =  av^(a-ft), 

comme  plus  haut. 

Nous  ne  pousserons  pas  plus  loin  cette  analyse ,  qui  d'ailleurs 
ti*a  plus  de  difficultés  d'après  lés  principes  établis.  Mais  nous 
allons  donner  à  cette  occasion  la  théorie  de  lia  méthode  pour 
trouver  la  valeur  d'une  fraction  dans  les  cas  où  le  numérateur, 
et  le  dénominateur  deviennent  nuls  à-^a-fois. 

fx 
Soit  "^  une  gareille  fraction  ^yàr  et  Fx  étant  des  fonctions 

de  X  y  telles  que  la  supposition  de  a:r=s  a  les  rendent  toutes  deux 
nulles  à-la-fois  ^  et  que  Ton  demande  la  valeur  de  cette  fraction 
lorsque  x=a. 

'  On  fera  ' 

fx 
y  ==  -^^rr ,  et  parconséquent  jf  Fx  ^=;^fx  ; 

« 

en  supposant  xrrû,  cette  équation  se  vérifie  d'elle-même  ^  et 

ns 
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ne  peut  pas  servir  à  déterminer  la  valeur  de^.  Mais  en  prenant 
l'équation  dérivée  y  on  aura 


"»    >   I 


la  supposition  de  x=  a  détruit  le  termeyFo:,  et  lej^^^df  Té^ 
quation  donne  •,.».... 

^~Fx       .  .     . 

S'il  arrivait  que  les  fonctîone  priines/'x.  et  F'x  devinssent 
aussi  nulles  par  la  même  supposition ,  on  trouverait  alors  par  le 
même  principe ,  en  substituant  dans  Téquation  ci-dessus  yfx^ 
F'x  au  lieu  àéfx ,  Fx ,  cette  nouvelle  expression  dey , 

y~F''x  •        .......  • 

Chi  pcmrrait  aussi  déduire  la  même  expression  de'  l'éqtiatibii 
dérivée  trouvée  ci-<lessus  y  en  considérant  .que  comme  elle  s^ 
véri&e  d'elle-même  lorsque  x-=.a,  elle  ne  peut  servir  à  la  dé- 
termination  dej^;  que  patc&nséqtieât  il  sera  nécessâii^e  'dé  ^pas- 
ser à  la  seconde  équation  dérivée  ^  laquelle  sera  ^ 


V,  .:  > 


.    /Fx  +  ^yF^x^+yF^x^fx'/ 

La-supposition  dé  a:=:  a  rendant  nulles  les  fonctions  Fà:'ètF'x, 
les  termes  qui  contiennent  /  et  y"  a  en  iront  d'eux-mêmes,  et 
ies  termes  restans  donneront 

*  f 

fx 

y —  Wx*  "  ' 

comme  plus  haut.  ,  -,  : 

Si  la  même  supposition  de  x:=ria  donnait  encore 

•        /"xr=0  et  F"X2=:0, 

#a-t3rouverait  de  laméme-manièie 


1.  i .  j 
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y~  F'x' 
et  ainsi  de  suite. 

D'où  réaulte  cette  règle  générale  que  lorsque  le  numérateur 
et  le  dénominateur  d'une  fonction  de  x  deviennent  nuls  à-Ia-fois 
pour  une  valeur  donnée  de  x^  il  faut  prendre  à  leur  place  les 
fonctions  dérivées  du  numérateur  et  du  dénominateur^  jusqu'à 
ce  qu'on  arrive  à  une  fraction  qui  ait  une  valeur  déterminée 
pour  la  mêm|3.  supposition  de  x. 

•    Oh  sait  que  la  formule donne  la  somme  de  la  pro- 

^  1 — X  ^ 

gression  géométrique  x  +  j:^  Hh  0?^+  etc.  +  x». 

Lorsque  x=  i  ^  cette  formule  devient  -  ;  on  prendra  donc 
les  fonctions  dérivées  du  numérateur  et  du  dénominateur ,  et 

1  ■""  C  Tt  "4"  1  ^X* 

OA  aura  la  nouvelle  fraction ^       ■  dont  la  valeur. 

lorsque  x=  i ,  est'/i. 

Si  on  prend, la  fonction  dérivée  de  la  formule      ■  , 

'        '  1  —  X 

1 (/l^-l^X'-f-TlX""^*  1,        .  .  / 

on  a  ^ — ' — ' — r^ ,   et  celle-ci  expnme    parconse- 

quent  la  somme  de  la  série  i -f-ax4-3x*-(-etc.  +7ix*'~*  qui 
est  la  fonction  dérivée  de  la  série  x  +  x*-f-x'+etc.  -f-x". 

Lorsque  x=  i ,  la  formule  précédente  devient  =  -  :  on  pren- 

o 

dra  donc  les  fonctions  dérivées  du  numérateur  et  du  dénomi- 
nateur ,  et  l'on  aura  la  nouvelle  fraction 

* 

—  a  (i  — x) 

qui ,  en  faisant  x  =  i ,  devient  de  nouveau  -.  On  prendra  de- 
rechef les  fonctions  dérivées  du  numérateur  et  du  dénonoûnar* 
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teur  de  cette  dernière  fraction  y  et  Ton  aura  celle-ci 

, 

lamelle  ^  lorsque  où'^zzi  ^  devient 

somme  de  la  série  i  -f-  a  +  3  +  etc.  -f-  n. 

On  pourrait  craindre  qu'en  prenant  ainsi  les  fonctions  dé- 
rivées du  numérateur  et  du  dénominateur^  on  n*eût  toujours 
des  fonctions  qui  devinssent  égales  à  zéro  divisé  par  zéro  pour 
la  même  valeur  de  x  ;  mais  il  est  aisé  de  se  convaincre  quo 
'  cela  ne  saurait  avoir  lieu.  Car  si  x  =3:  a  faisait  évanouir  les 
fonctions  fXffx  ,f"Xf  etc.  à  l'infini,  puisqu'on  a  en  général 

f(x  +  i)=zfx^ifx+  -fx  +  etc, 

on  aurait,  lorsque  xaca , 

/(a +  0=0, 
quel  que  soit  i,  ce  qui  est  impossible.  Il  en  serait  de  même  de 

n  peut  néanmoins  arriver  que  ces  fonctions  deviennent-à-Ia 
fois  infinies  par  la  même  iupposition  de  x:=  a,  ce  qui  rendrait 

iX       1    X 

également  indéterminées  les  valeurs  des  fractions-'^- ,  ^=7^ ,  etc  ; 

rx    r  X 

mais  ce  cas  rentre  alors  dans  le  cas  général  que  nous  avons 

examiné  plus  haut ,  et  il  en  faudra  conclure  que  le  développe  - 

ment  des  fonctions /^(^  +  i)  et/^(a7-|-ï)  contiendra  alors 

des  puissances  de  i  fractionnaires  ou  négatives. 

On  substituera  donc  a-^^i  2i\à.  place  de  x ,  tant  dans  la 
fonction  du  numérateur  que  4àns  ce}le  du  dénominateur,  et 

a 
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Ton  résoudra  TuBe  et  Tautre  en  atrie  siûrant  les  puissance» 
ascendantes  de  i  ;  on  fera  ensuite  1  =  09  après  avoir  divisé  le 
haut  et  le  bas  de  là  fraction  par  la  plus  haute  puissance  de  i  ; 
ou ,  ce  qui  revient  au  même  ,  on  n'aura  d'abord  égard  qu'au 
premier  terme  de  chacune  des  deux  séries. 

Soit  par  exemple  la  fraction 

•  f 

f 

dont  on  demande  la  valeur ,  lorsque  x  =  a.  On  voit  d'abord 
que  cette  supposition  rend  le  numérateur  et  le  dénominateur 
Huis.  Leurs  fonctions  dérivées  sont 


et 


qui  deviennent  l'une  et  l'autre  infinies  par  la  même  supposition; 
On  fera  donc  xz=:a  +  i,  et  la  fonction  du  numérateur  de- 
viendra 

■ 

\/(^a  +  i^  —  \/a  +  y  1  =  1^1+  ~^  +etc. 
la  fonction  du  dénominateur  deviendra 

i/i  (2a  +  i)  =:  i/aaî  H —; —  -I-  etc. , 

en  ordonnant  les  termes  suivant  les  puissances  croissaaies  de  L 

£n  ne  prenant  que  les  deux  premiers ,  on  aura  la  fraction 

l/i  1 


pour  la  valeur  cherchée. 

En  général^  une  fonction  de  x  ne  peut  devenir  nulle  lorsque 
«  =  a,  à  moins  qu'elle  ne  contienne  un  facteur  (x  — a)"*,  m 


\ 
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étant  un  nombre  positif  quelcoiigue.  Donc  si  deux  fonctions 
de  X  deviennent  nulles  par  la  même  supposition ,  il  faudra 
qu'elles  contiennent  chacune  un  pareil  facteur  ;  et  pour  trouver 
alors  la  valeur  de  la  fraction  formée  de  ces  deux  fonctions  ^^ 
il  ne  s'agira  que  de  la  réduire  à  sa  plus  simple  expression ,  en 
la  dégageant  du  facteur  ooixunmi  «u  numérateûf  et  au  déno- 
minateur. 

Si  donc  on  fait  a:  =  a  -j"  ^  *  c®  T^î  donne  a:  —  û  •==  £ ,  le 
facteur  commun  sera  une  puissance  de  i  qui  «'évanouira  par 
la  division ,  et  alors  il  n'y  aura  plus  qu'à  faire  i  =  o  pour 
avoir  x  =  a. 

Ainsi  ayant  la  fraction  "^  ;  la  substitution  de  a-f^  î  au  lieu 
de  X,  doimera  d'abord  en  général 

. _- 

Fa  +  iF'a  4-  -  'F"a  +  etc. 

a 

Si  /a  =  O ,  et  Fa  =  O I  le  haut  et. le  bas  de  la  fraction  se- 
ront divisibles  iiar  i.  et  elle  deviendra 

fa+^fa  +  eté.       ^     ■  '    '      ' 
F' a  ^  -  V^à  -+•  etc. 

Faisant  ensuite  î  =  o  pour  avoir  x  =:  a,'  on  aura  ^=r  pour 

t      ■  Fa 

la,  valeur  de  la  fraction,  ^opo^ée  ,  lor^u^  x  7=:  a. 


•  »  A 


Si  fa  =  o  et  F^a  :=  o ,  la  fraction  se  réduira  encore ,  et 
deviendra  par  une  nouvelle  division  par  i 
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-  F^a  +  -^  F'a  +  etc. 
laqneUe  en  Ëûsant  £  =  o  se  réduit  à  ^-  ;  et  ainâi  de  suite. 


On  Toit  par-là  la  raison  de  la  règle  générale  donnée  plus 
haut,  et  on  voit  en  même  tems  que  cette  règle  n'est  bonne 
que  pour  les  fractions  dont  le  numérateur  et  le  dénominateur 
contiennent  à-la-fois  un  facteur  de  la  forme  (x  —  a)"*^  m 
étant  un  nombre  entier  positif.  Aussi  peut-on  toujours  résoudre 
ces  cas  en  faisant  disparaître  ce  facteur  par  les  règles  connues, 
pour  réduire  la  fraction  à  sa  plus  simple  expression. 

Dans  les  autres  cas  où  m  serait  un  nombre  ficactionnaire  ou 
Jié^tif  y  la  règle  sera  en  défaut,  et  il  faudra  alors  réduire  les 
deux  fonctions  fQa-^î)  et  F(a-^i)  dans  les  séries  ascendantea 

««  4-  /8i*^«  +  etc.  ;   et  -rfi*  +  Bi'^^  +  etc. , 

de  sorte  que  l'on  aura 

fja  +  i)  <e-fi8i»4-etc. 

F^a+i)  ~  A  +  BiP^ elc,  * 


et  fusant  iz=zo,  on  a 


fa àt 

Ta~A' 


Si  les  premiers  termes  des  deux  séries  contenaient  des  puis- 
sances différentes  de  i ,  par  exemple ,  si  la  série  du  numérateur 
étant  la  même  que  ci -dessus,  celle  du  dénominateur  était 

jiiF  +  BïF-*^  4.  etc. , 
m  ^et  p  étant  des  noisbres  quelconques,  mais  n,  q^  etc. 
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étant  positifs  pour  que  les  deux  séries  soient  toujours  asceur 
dantes^  alors  faisant  £==0  après  avoir  dirigé  le  haut  et  le 
bas  de  la  fraction  par  la  plus  petite  des  deux  puissances  i"*  et 

iF  ^  on  aura  -ip-rso  ou  =  00  suivant  que   m^  ou  <p> 

en  regardant  les  nombres  négatifs  comme  moindres  que  les  po- 
sitifs. J\Iai«  par  Ce  que  nous  avons  démontré  plus  haut,  on  est 
assuré  que  ces  cas  n'auront  lieu  que  ^  lorsque  le&  valeurs  des 
fonctions  dérivées  de  fx  et  de  Fx  deviendront  inGniea  ea 
même  tems,  par  la  supposition  de.  07=  a. 

L'analyse  que  nous  venons  de  donner  est  nécessaire,  pour 
ne  rien  laissée  à  désirer  sur  la  natture  des  fonctions  dérivées  ; 
mais  comme  elle  ne  regarde  que  la  valeur  de  ces  fonctions 
dans  des  cas  particuliers,  elte  n'influe  point  sur  la  théorie  gé- 
nérale des  fonctions,  en  tant  qu'on  n'y  considère  que  la  forme 
et  la  dérivation  des  fonctions,  laquelle  est  parconséquent  in- 
dépendante des  exceptions  que  nous  avons  trouvées. 


f  • .  • 


l'iif 


i 

■^  '        /:.";  i:  r 


.  '> 
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LEÇON     NEUVI  E  M  E. 

la  manière  d'avoir  les  limites  du  dé^elùppe-^ 
ment  d^ une  fbnotion ,  lorsqu'on  na  égard  quà 
im  nombre  déterminé  de  termes.  Cas  dans 
lesquels  les  principes  du  calcul  différentiel 
sont  en  défaut.  Théorème  fondamejttal.  Li" 
•mites  de  plusieurs  séries.  Manière  rigoureuse 
d'introduire  les  fonctions  dérii^^es  dans  la 
théorie  des  Courbes  et  dans  celle  des  mousse* 
mehs  "variés. 


jL  OUTE  fonction /■( X  + 1)  se  développe,  ainsi  qu'on  Ta  vu, 

dans  la  série  fx  +  ifx  ^ —  fx  -| =  f"x  +  etc. ,  laquelle 

va  naturellement  à  TinEni ,  à  moins  que  les  fonctions  dérivées 
de  fx  ne  deviennent  nulles ,  ce  qui  a  lieu  lorsque  fx  est  une 
fonction  rationnelle  et  entière  de  x. 

Tant  que  ce  développement  ne  sert  qu'à  la  génération  des 
fonctions  dérivées ,  il  est  indifférent  que  la  série  aille  à  l'infini 
ou  non  ;  il  l'est  aussi  lorsqu'on  ne  considère  le  développement 
que  conune  une  simple  transformation  analytique  de  la  fonc- 
tion; mais  si  on  veut  l'employer  pour  avoir  la  valeur  de  la 
fonction  dans  les  cas  particuliers ,  comme  offrant  une  expres- 
sion d'une  forme  plus  simple  à  raison  de  la  quantité  i  qui  se 
trouvé  dégagée  de  dessous  la  fonction ,  alors  ne  pouvant  tenir 
comjpte  que  d'un  certain  nombre  plus  ou  moins  grand  de 
termes ,  il  est  important  d'avoir  un  moyen  d'évaluer  le  reste 
de  la  série  qu'on  néglige  ^  ou  du  moins  de  trouver  des  limites 
de  l'erreur  qu'<>n  commet  en  négligeant  ce  reste. 
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La  détermination  de  ces  limites  est  surtout  d*ane  grande 

portance  dans  Tappllcation  de  la  théorie  des  fonctions  à  Ta- 
sûfse  des  courbes  et  à  la  mécanique  ,  pour  pouvoir  donner  à 
oette  application  la  rigueur  de  Tancienne  géométrie ,  comme 
011  le  voit  dans  la  seconde  partie  de  la  Théorie  éUs  fonctions 
4Butalytiques, 

iS^diA  la  âoludon  qm  f  ai  donnée  de  ce  problème  dans 
l*ouyrage  cité ,  j*ai  coiiimeiK:]§  par  chercher  Tescpression  exacte 
^u  reste  delà  série  ^  ensuite  j*ai  déterminé  les  limites  de 
4;ette  eixpr^ssion.  Mais  oki  peut  trouver  immédiatement  cee 
fiimitee  d*une  manière  plus  élémentaire^  et  également  rigotH 
•xeuse. 

Nous  allons^  pour  cela  \  établir  ce  principe  général  qvi 
peut  être  utile  dans  plusieurs  occasions. 

Une  fonction  qui  est. nulle  lorsque  la  variable  est  nulle, 
aura  nécessairement,  pendant  qu^  la  variable  croîtra  posi^ 
fixement  ^  des  valeurs  finies  et  de  même  signe  que  celles  de  sa 
fonction  dérivée,  ou  de  signe  opposé  si  la  variable  croit  négati* 
vement,  tant  que  Us  valeurs  de  la  fonction  dérivée  conserve- 
ront le  même  signe ,  et  ne  deviendront  pas  infinies. 

Ce  principe  est  très-important  dans  là  théorie  des  fonc- 
tions.^ parce  qu'il  établit  une  relation  générale  entre  Tétat 
des  fonctions  primitives  et  celui  des  fonctions  dérivées,  et 
qu'il  sert  à  déterminer  les  limites  des  fonctions  dont  on  ne 
connaît  que  les  dérivées. 

Nous  ajlons  le  démontrer  d'une  manière  rigoureuse. 
Considérons  la  fonction  /"(x+  0  ^^^^  1®  développement 

général  estfx  -f-  if  aa  +  —*-/""  ^  +  etc. 

Nous  avons  vu  daâs  la  leçon  précédente ,  que  la  forme 
du  développement  petit  être  diflFérente  pour  des  valeurs  par- 
ticulières de  X  ',  mais  qye ,  tant  que  f'x  ne  aéra  pas  inGnie ,  les 
deux  premiers  termes  de  ce.  développement  seront  exacts, 
et  que  les  autres  contiendront  parconséquent  des  puissances 
de  i ,  plus  hautes  ^ue  la  première  ^  de  manière  qu'on  aura 
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/^  étant  une  fonction  de  x  et  i,  telle  qu'elle  deyieiine  ndi# 
lorsque  £=0. 

Donc  puisque  ^devient  nul  lorsque  i  devient  nul /il  est 
clair  qu'en  faisant  croître  i  par  degrés  insensibles  depab 
zéro ,  la  valeur  de  F'  croîtra  aussi  inseneiblement  depuis  zéro , 
soit  en  plus  ou  en  moins  ,  jusqu'à  un  certain  point,  après 
quoi  elle  pourra  diminuer;  que  parconséquent  on  pourra 
toujours  donner  à  i  une  valeur  telle  que  la  valeur  correspon- 
dante de  F,  abstraction  faite  du  signe ,  soit  moindre  qu'une 
quantité  donnée,  et  que  pour  les  valeurs  moindres  de  i,  la 
valeur  de  /^soit  aussi  moindre. 

Soit  D  une  quantité  donnée  qu'on  pourra  prendre  aussi 
petite  qu'on  voudra  ;  on  pourra  donc  toujours  donner  à  i  une 
valeur  assez  petite  pour  que  la  valeur 'de  /^  soit  rehferméè 
entre  les  limitée  D  et—  />  j  donc  puisqu'on  a 

il  s'ensuit  que  la  quantité /(a: +i) —/x  «efa  renfermé* 
entre  ces  deux-rci  i  (^f^xdzD^* 

Comme  cette  conclusion  a  lieu  quelle  que  soit  la  valeur 
de  X  y  pourvu  que  f'x  ne  soit  pas  infinie ,  elle  subsistera 
aussi  en  mettant  successivement  ^  +  i,  a:-j-2i,x  +3  i ,  etc. , 
jusqu'à  X  +  C^—  1)  i  à  la  place  de  x  ;  de  sorte  qu'on  pourra 
toujours  prendre  i  positif  €it  assez  petit  pour  que  les  valeurs 
des  quantités 

/(x+2i)—/(x  +  0> 
soient  renfermées  respectiyement  entre  les  limites 
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i  if  x±D),iif  (x+i^±.D),i  if  ix+ai)±D)  ,fitc.. 

iZfix  +  in-.i)i)dzD2, 

en  prenant  pour  Ù  la  même  quantité  dans  chacune  de  ces 
limites ,  ce  qui  est  permis^  pourvu  qu'aucune  des  quantités 
/'j^,/'('^+0./'(^+aO>  etc.,  jusqu'à/  («+  (  t»  — 0  0»  »« 
soit  infinie. 

DcHic  ai  toutes  ces  dernières  quantités  sont  de  même  signe , 
c'est-à-dire  ,  toutes  positives  ou  toutes  négatives,  il  est  facile 
d'en  conclure  que  la  somme  de»  quantités  précédentes,  la- 
quelle se  réduit  à  f^x+ni^^-fx,  aura  pour  limites  la 
somme  des  limite»*,  c'est-à-dire  les  quantités 

if^+if  {^  +  i)'\'if(.x^fii)+ ^ 

+  i/(«4-(n— i)0=tniD. 


Si  donc  on  prend  la  quantité  arbitraire  D  moindre  que  la 
somme 

/x+/(jp+0+/(^+aO  +  etc.+/(x+(7i-i)î) 

divisée  par  n ,  abstraction  faite  ^u  signe  de  cette  somme ,  la 
quantité /"(x  -f-  ni)  •— '/opsera  nécessairement  renfermée  entre 
zéro  et  la  somme. 

a^*{f^+/.(^  +  0  +f  (x  +  ûO.+  . . .  .+/(x  +  (/*-i)/}. 

Donc  si  P  est  la  plus  grande  valeur  positive  ou  négative  ét% 
quantités /'a:,/*' (x  +  i),  etc.  jusqu'à  /(x+C/i— i)i),  la 
quantité /(.r  4-  ni)  — /x  sera,  à  plus  forte  raison,  renfermée 
entre  zéro  et  anijP. 

Or  comme  en  prenant  i  aussi  petit  qu'on  voudra,  on  peut 
en  même  temps  prendre  n  aussi  grand  qu'on  voudra,  on 
pourra  supposer  in  égale  à  une  quantité  quelconque  z,  posh» 
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tive  on  négative,  puisque  la  quantité  i  peut  (tre  p^se  posi^ 
tiyement  ou  négativement. 

La  quantité y(x  -(-  7i£)  —/a;  deviendra  ainsi/" (ce  -4-  z)  — fjc  , 
et  pourra  représenter  une  fonction  quelconque  de  a,  qui 
s*évanouît  lorsque  2=0,  la  quantité  x  pouvant  maintenant 
^tre  regardée  comme  une  constante  arbitraire.  De  itLême  la 
quantité  Jf(j:-f*'*0  deviendra  f*  (p[:-^z)  et  représentera  la 
fonction  dérivée  de  la  même  fonction  de  s,  puisque/^ (a:  +  a) 
est  également  la  fonction  dérivée  def^x-^z) ,  soit  par  rap- 
port à  a?,  soit  par  rapport  à  z. 

On  peut  donc  conclure  en  général  que  si/'(x-f-z)  a 
instamment  des  valeurs  finies  et  de  même  signe ,  depuis 
a  =  a,  et  que  P  soit  la  plus  grande  tie"  ces  valeurs,  abs- 
traction faite  du  signe,  la  fonction  primitive  dont  il  s'agit 
sera  renfermée  entre  o  etazP,  parconséquent  elle  aura  tou- 
jours aussi  des  valeurs  finies  et  de.  ntême  signe  que  la  fonc- 
tion dérivée  ,  si  z  est  positive ,  ou  de  signe  différent^  «i  a  est 
négative.  -         ^ 

Dans  le  calcul  différentiel ,  la  conclusion  précédente  est 
une  suite  immédiate  et  nécessaire  dé  la  manièrt  dont  ce  cal* 
cul  est  envisagé,  et  elle  se  présente  même  sans  aucune  li- 
mitation relativement  aux  yaleurs  imfinies  ;  mais  nou«  allons 
voir  qu'elle  est  souvent  en  défaut  à  cet  égard,  ce  tjtû  Servira 
à  montrer  la  nécessité  d*une  analyse  plus  rigoureiisd  que  ceik 
qui  sert  de  base  au  calcul  différentiel. 

En  effet,  si  y  est  une  fonction  de  z,  sa  fonction  dérivée, 

suivant  la  notation  de  ce  calcul ,  sera  représentée  par  -J-,  et 

dz 

^,  intégrale  de  ^,  est  regardée ,  par  les  principes  mêmes  du 
calcul,  comme  la  somme  de  tous  les  élémens  infiniment  pe- 
tits d[y,  ou  -^  dz'y  parconséquent   aiy=so,  lorsque  zrro, 

y  sera  la  somme  de  tous  les  élémens^  Ja  qui  répondent  à  tous 
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les  élémens  de  z.  D*où  Ton  est  en  droit  de  C(»iGlure  que 

ai  -4^  a  toujours  des  valeurs  positives  ^  depuis  s  =  o ,  jusqu*à 

«ne  valeur  quelconque  positive  de  z,  tous  les  élémena  ^  dz 

étant  positifs ,   la  valeur  de  y  répondant  à  cette  valeur  de  s 
sera  nécessairement  positive. 

Cependant^  si  Ton  a,  par  exemple  ^  ^  =  —  -,    a 

ctant  une  constante  quelconque  positive  ,  on  aura^  =olors^ 

dy 
que  z=o,  et  la  valeur  de  -^  sera,  par  les  règles  connues 

de  la  dilFérentiation , — .  Cette   valeur  est  constamment 

(a— z)* 

positive ,  quelle  que  soit  la  valeur  de  «  ;  il  faudrait  donc  que 

la  valeur  de  y  fût  toujours  positive ,  ce  qui  n'est  pas  ;  car  en 

prenante   plus  grande  que   a,  y  devient  négative.  Ainsi  les 

principes  du  calcul  différentiel  sont  en  défaut  da^s  ce  cas. 

Suivant  le  principe  que  nous  venons  d'établir,  la  valeur 
de  jr  ne  sera  nécessairement  positive*  qu'autant  que  la  fonc- 
tion d^nhrée  -f-  ne  sera  pas  infinie  dans  l'étendue  de  la  valeur 

de  X.   Or  -f-  étant  écale  à     '  »'  ■  „,  elle  devient  infinie  lors* 
az  ^  Ça — isj* 

que  z  =  a.  Donc  les  valeurs  dej^  seront  nécessairement  po- 
sitives   depuis  z=o  jusqu'à  zz=ia',  mais  elles  pourront  ne 

pas  l'être  lorsque  z  >a,  quoique  les  fonctions  dérivées  -? r; 

soient  toujours  positives. 

Voici  maintenant  comment  le  principe  dont  il  s'agit,  s'ap- 
plique à  la  détermination  des'  limites  du  développement  dé 

Soient  d*abord  p  et  g  Iss  valeurs  de  x-^'i  qui  rendent 
la  fonction  dérivée  f  (po-^i')  la  plus  petite  et  la  plus  grande, 
9M.  re^rd^t  x  comme  àomé  a  et  faisant  varier  i  depuis  zéro 
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jusqu'àune  valeur  quelconque  donnée  de  £.  Donc/^p  sera  la  plus 
petitevaleur  de/^(x+i),  etfq  en  sera  la  plug  grande;  par 
conséquent/^ (x  -+-  /)  — f'p ,  et  f^q  — /^(«^  +  0  seront  tou- 
jours des  quantités  positives. 

Regardant  ces  deux  quantités  comme  des  fonctions  déri- 
vées y  relatives  à  la  variable  iy  leurs  fonctions  primitives  y  prise» 
de  manière  qu'elles  soient  nulles  lorsque  (  =  o  seront^  à  cause 
de  :v^  p  et  9  supposées  constantes^ 

f{oo+i)-f^-ifp>  et  ifg-fi£  +  i)+fx. 

Ainsi  pourvu  que  f{x  +  i)  ne  soit  jamais  infinie  depuis 
iz=.o  jusqu'à  la  valeur  donnée  de  j,  ce  qui  aura  lieu  si  fp 
etf^q  ne  sont  point  des  quantités  infinies ,  on  aura  par  le 
principe  précédent^  si  iest  positif^ 

f(.-r+n-fa-ifp>o,  et/x-/-(x  +  0  +ifq  >o  ; 

d'où  l'on  tire 

fÇx+i)>fx  +  ifp,  et  f{x  +  iy<fx  +  ifq. 

Supposons  ensuite  que  petq  soient  les  valeurs  de  x-f-^qui 
rendent  la  fonction  dérivée  du  second  ordre  f^  Çx  +  0  1* 
plus  petite  et  la  plus  grande  y  en  faisant  varier  i  depuis  zéro 
jusqu'à  une  valeur  donnée;  on  aura  y"p  et  y"^  pour  la  plus 
petite  et  la  plus  grande  valeur  de  /"(x  +  f);  parconsé- 
quent/"  (x  +  £)  — /*p  >  et  f^q  — /"(x  +0  seront  toujours 
des  quantités  positives. 

Regardant  ces  quantités  comme  des  fonctions  dérivées  re- 
latives à  la  variable  i,  leurs  fonctions  primitives  prises  de 
manière  qu'elle»  soient  nulles,  lorsque  i=o,  seront 

f^x  +  i)-fx-ifp. 
Donc ,  pourru  que  f  {x-\-i  )  ne  soit  jamais  inJSnie  dans  tout* 
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retendue  dei,  ce  qui  revient  à  ce  qaef'p  etf^q  ne  soient 
point  infinies^  ces  deux  quantités  seront ,  par  le  même  prin- 
cipe^ toujours  positives  et  finies^  i  étant  supposé  positif  ;  et 
en  les  regardant  comme  des  fonctions  dérivées  relatives  à  f , 
leurs  fonctions  primitives ,  prises  de  manière  qu'elles  soient 
nulles  lorsque  i=zOy  seront,  à  cause  de  a: ,  p  et  9  supposées 
constantes , 

/(x  +  i)  -/x  -  ifx  -  ^/>  ; 

'^fq-nx  +  i)+fx  +  ifx. 

Ces  nouvelles  quantités  seront  donc  aussi  ^  par  le  même 
principe ,  toujours  positives  ;  on  aura  ainsi 


fix  +  i)-fx^  ifx~f'P>°> 


fx^fix  +i)  +  ifx+  ^f"}  >  o, 
d'où  l'on  tire 

n'+i)>f^+irx+^rp, 

et  V  _ 

I 

Si  on  suppose ,  en  troisième  Hea,  que  p  et  (j  soient  les 
valeurs  de  a?  +  i  qui  rendent  la  fonction  tierce  /^  (a?  +  i  ) 
la  plus  petite  et  la  plus  grande^  depuis  i=o  jusqu'à  une»  va* 
leur  donnée  de  i,  on  aura  les  deux  quantités  f^  (^  +  0  '^f^P 
et  fq"^f{x+  0 ,  qui  seront  nécessairement  positives  dans 
toute  rétendue  de  i.  Donc  en  les  regardant  comme  desfon-' 
tions  dérivées  relatives  à  la  variable  i ,  leurs  fonctions  primi- 
tives^ prises  de  manière  qu'elles  soieot  nulles  lorsque  i=:o^ 
seront 
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Et  ec8  quantités  seront^  par  le  même  principe ,  toujours 
positives  et  finies,  ponrvu  qn&/*(x+i)  ne  soit  jamais  ia— 
finie  dans  toute  l'étendue  de  i,  c  est-à-dire,  pourvu  que^T* 
ttf^q  ne  soient  point  infinies. 

Donc,  en  regardant  de  nouveau  ces  dernières  quantités 
comme  des  fonctions  dérivées  relatives  ai,  leurs  fonctions 
primitives,  prises  de  manière  qu'elles  soient  nulles  lorsque 
i=o,  seront 

f  (X + i) -/«-tr*  - 1/'/' . 

et 

^  n  -f  (^  +  iy+fx+if'x, 

lesquelles  seront    parconséquent  aussi  toujours    positives  et 
finies ,   en  vertu  du  même  principe. 

Enfin,  regardant  encore  ces  nouvelles  quantités  comme 
des  fonctions  dprivéés  relatives  à  »,  leurs  fonctions  primitives, 
prises  de  manière  qu'elles  soient  nulles  lorsque  i=o ,  seront 

nx+i^-fa-ifx^tfx^^rp. 

et 

^  r^t—fi^  +  »)  +  fa?  +  i/'x  -f-  ~  fx. 

Ces  quantités  seront  donc  encore  positives  par  le  mèmt 
{ttincipe  ;  '  ainsi  on  aura 

/(x  +  0  -fx- ^x-  i*/»*-  ■^fP> ° » 

d'où 
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»'où  l'on  tire 

f(x+  i  )>fx  +  ifx  +  i>x  +^f'p> 
et  ainsi  de  suite. 


■  Vf 


Nous  ayons  supposé  dans  ces  déyeloppemeiuiri  positif  ;  si  i 
ctait  négatif,  ou  bien  si  on  changeait  î  en -— i^  alors' on 
trouverait  pour  premières  limites  de  fÇpo^^i),  ' 

On  trouverait  ensuite  pour  secondes  limites 
Hx^iXfx^  ifx  +^f'p, 

nx-i)>fx-ifx+^f'gr      - 

et  ainsi  des  autres. 

Donc ,  en  général ,  la  quantité  /(x+ i) ,  soît  que  i  sôît  po* 
titif  ou  négatif^  sera  toujours  renfermée  entre  ces  deux*ci  : 

f-  +  if-+  -^/'x+j^r^+etc.  +^J^f^P, 

fx  +  ifx+^ f'^  +  ^/*x  +  etc.  +  -^—f^d,    ■ 

en  i»'enant  pour  p  ^t  q  les  valeurs  de  a:  +£,  qui  répondent 
à    la   plus   petite   et    à   la   plus    grande    des    valeurs    dâ. 

ff^  (pc'^i),  dana  toute  retendue  de  i ,  depuis  £  =  o  ;  pourvii 

que  les  deux  quantités  fi^p  etf^q  ne  soient  pas  infinies. 

G 
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Au  reste  y  il  est  facile  de  yoir^  par  Tanalyse  .précédente  ^ 

qu'on  n'est  pas  astreint  à  prendre  poury'^p  et  /^^ç  la  plus  petite 

et  la  plus  grande  valeur  de  f^(^x^-i)  ^  mais  qu'on  peut 
prendre  à  leur  place  des  valeurs  quelconques  plus  petites 
que  la  plus  petite  ,  et  plus  grandes  que  la  plus  grande  ;  ce 
qui  peut  servir^  dans  nombre  de  cas^  à  faciliter  beaucoup 
la  détermination  des  limites. 

J'observerai  ici,  quoique  cela  ne  «oît  presque  pas  néces-«- 
sairé,  que  j'entends  toujours  par  quantités  plus  grandes  ou 
plus  petites  absolument,  celles  qui  sont  plus  avancées  vert 
TinSni  positif,  ou  ^vera , L'iixfini  négatif;  ainsi,  si  a'^b,  on 
aura — a<^ — i,  etc* 

L'analyse  précédente  redonne,  comme  Ton  voit,  successi-' 
vement  les  termes  du  développement  dey(x -f"0>^*'s  elle 
a  l'avantage  de  ne  développer  cette  fonction  qu'autant  qu« 
l'on  veut,  et 'd'offrir 'des  limités  du  reste.  " 

En  effet,  si  dans  le  développement  de  f(x^i)  on  veut 
«'arrêter  au  terme  /tt*"*',  pour  avoir  lés  limites  du  reste  du 
développement,  il  n'y  a  qu'à  considérer  1^  terme,  suivant^ 
qui  serait  de  la  forme 

•  t    '  -  ' 
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\ 

et  y  mettre'  à  la  place  de  f^x  la  plus  grande  et  la  plûs^-- 

tite  valeur  de  f'^Çp^  +  i),  en^  faisant  variei^  i  depuis  zéro  , 
^  où  bien  dç^  quantités  quelconques  plus'  grande»  ou,  plus  pe- 
tites que  la  plus  grande  et  la  plus  petite  valeur  de^*  (p^-^iy. 
Si  cçs  deux  valeurs,  ou  l'une  d'entr' elles  était  infinie,  il  n'y 
aurait  point  alors  de  limites  ;  c'est  aussi  le  cas  où  le  déve- 

loppeiiient  deviendrait  fautif,  parceque  la  valeur  de/**^  Qc^hÔ 
serait  infinie  dans  quelque  point.      .    - 
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En  général    on  peut  avoir  de  la  même  manière  les  limifet 
des  valeur,  de  tout-, fonction    dont  on  „»  com^aîfra  quTla 
fonction    denvée  d'un  ordre  quelconque.  On  examinïa    a 
.narche  de  la  fonction  dérivée  deptdaLigine  de  l^Sl  * 
et  s.  eUe  ne  devient  jamais  infinie,  on  y  appliquera  iL^S k! 
ITL        ^°™»l"Pr-^-tes,où  z-estkLiabCet  ; 
T  T  ""V^*»«t«  q»«leonque.  Si  au  contraire  i;fonc! 
^n  denrée  devient  infinie  pour  certaines  valeurs  de  la  v^^ 
mble ,  on  partagera  cette  variable  en  autant  de  parties  sé- 
parées par  les  terme,  auxquels  répondent  les  valeurs  infinie, 
^  la  fonction .  et  on  appliquera  eéparément  les  mêmes  for- 
mules a,  chacune  de  ces.  parties,  ""lor 

Suppoaons,pQur  donner  quelques  exemple8,/(x+,)=rj:4.r'»- 
on  aura/c=  af,  et  de  là  ^      "^  ^*^'''--t*+0  , 

fx=mx^\  /'x=m(77i— Ox"»-», 
/*«=»»  (w— i)  (to— a)  x"-3     etc.  ; 

f^x^Mr"^,  où  ltf:=.m(M^i)(m^a),.  .(m^^+0> 
«omme  on  l'a  m  dans  la  leçon  II.  On  aura  donc 

/"  (x -f  t' )  =a  M  (.r  H- i  )"»—/*, 

où  l'on  voit  que  cette  fonction  ne  peut  jamais, devenir  infi- 
nie tant  que  x+£  n'est  pas=o,  et  que  (.  n'est  pas>;„. 
On  voit  aussi  que  la  i^lus  petite  et  la  plus  grande  valeur  de 

Jtf{x+zr-'"  répondent,  l'une  à  i=o,  etl'autreài;  d. 
sorte  que  ks  vâïeurs  />  et  7  seront  x  et  x+  i,  on  x+i  et  x. 

Donc,  en  général    le  développement  de  (r+0»  sera  com- 
pn«  «ntre  ces  deux  Jiraites, 
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il 

Par  le  moyen  de  ces  limites  ^  on  est  à  couvert  des  difficnltéa 
qui  peuvent  résulter  de  la  non-convergence  de  la  série  ;  car 
comme  un  terme  quelconque  n'"*'  est  au  suivant  dans  le  rap« 

,  ^  TU— 71 4-  Il  1  #    .  . 

port  de  1  a ^•— X  ->  pour  que  la  série  soit  couver- 

gente,  il  faut  que  la  quantité -2—  X  "i   abstraction 
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faite  du  si^e  qu'elle  doit  avoir^  soit  moindre  que  Tunité. 
Si  -  "^i  >  il  est  clair  que  la  série  finira  toujours  par  être 

convergente ,  puisque  la  dernière  valeur  de  est 

>— 1.  Mais  elle  sera   toujours  divergente  à  son  extrémité, 

n  -  ^  1 ,  quoiqu'elle  puisse  être  convergente  dans  ses  pre^ 

miers  termes.  Ainsi  elle  ne  pourra  alors  être  employée  avec 
BÛreté ,  quelque  loin  qu'elle  soit  portée  ^  qu'en  ajaaat  égard 
aux  limites  que  nous  venons  de  donner. 

Supposons^  en  second  lieu, 

on  aura  ^ 

/i=a',etdelà/^ap==fl*/a,/^a;==a'(/a)%/'ai^  etc. 

Donc,  en  général, 

OÙ  l'on  voit  que  la  plus  petite  et  la  plus  grande,  valeur  ré-« 
pondent  aussi  i  »  =»  o  et  à  i.  Ainsi  on  aura ,  en   faisant 
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,  +  «a + 1  (/a)»  +  ^  {lay  +  etc.  +  j-|l-  (&y*aV 


-pour  les  limites  de  la  valeur  de  af,  oii  Ton  pourra  prendra 
dans  le  dernier  terme ,  au  lieu  de  a' ,  une  quantité  quelconque 
plus  grande. 

Soit^  en  troisième 'lieu; 

•n  aura 

fx  =  /x,/^x=i,/'jp=— ^,/'x  =  ^,  etc.;       • 

donc^ 

//^(a:  +  0  =  ±:^'^"^"'; 

le  signe  supérieur  étant  pour  le  cas  de  ft  impair  ^  et  Tiifér 
rieur  pour  le  cas  de  /x  pair. 

Il  est  clair  que  pourvu  que  x  «f-  î  ne  soit  pas  égal  à  zéro ,  la 

quantité  f^Çx-^i)  ne  sera  jamais  infinie^  et  que  sa  plus 
grande  valeur  et  sa  plus  petite^  relativement  à  i»  répondix)nt 
à  i=o  et  à  i. 

On  aura  donc  par  la  formule  gétférale ,  ces  deux  limites 
'  pour  la  valeur  de  /  (x+i) , 

fc+i Lj.J^_etc  -4--iîl' 


X      ax^^^Sjc* 


ftoc'* 
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OÙ  Ton  pourra  mettre  à  la  place  de  i  une  valeur  quelconque 

plus  grande  dans  le  dénominateur  (x'+i)^. 
Soit,  en  quatrième  lieu, 

/(j[:-f  0  =  sin  («  +  0  > 
on  aura 

fx  =  sin  X,  f^xp=:  cos  x,  f"x  =:  —  siii  x^  etc.  ; 

donc ,  en  général , 

ê 

y"^  (a:  +  f)  =  d::sin  (jj-f-i),  ou  =  ifc cos  (x -f* 0 > 

suivant  que  /t^  sera  dé  Tune  de  ces  formes,  j^rij  4'^*t"*> 
4/î+i,  4^ +  5 y  n  étant  un  nombre  entier  quelconque; 
ce   qv'on  peut  renfermer  dans  cette  expression  générale  ^ 

D  étant  Tanglfe  droit. 

Or ,  quelles  que  soient  les  valeurs  de  a:  et  £,  il  est  visîblâ 

que  la  plus  grande  et  la  plus  petite  valeur  àef^Çx-^i)  seront 
1  et  — 1  ;  ainsi  on  aura  pour  le  développement  de  sin(a7-f"0> 
ces  limites^ 

fi  ;  p  if* 

«in  a: +  i  cos  a: sin  x =cosa:  4-  etc.  iz — = • 

^  â  a. 3  *  a.3...f( 

Si  on  fait  x  :=:  o ,   on  aura 


a. 3      a. 3. 4. 5  '       a.3.../x* 

Et  si  on^  fait  x  =  Z> ,  ©n  aura 

a    '  a.3î4  a.û,..ft     , 

pour  les  limites  de  iia  i  et  cos  j ,  ou  il  faudra  prendre  pour  ft 
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le  nombre  immédiatement  plus  grand  d^une  unité  que  1  ek- 
posant  de  i ,  dans  le  terme  auquel  on  voudra  s'arrêter.  * 

Nous  ayons  donné  ^  à  la  fin  de  la  leçon  VII ,  la  série  du 
développement àef{y  -f-  0 >  en  supposant^ =tang x exfy^^x, 
€t  nous  avons  trouvé  en  général 

y^j^  =  zfca.3. .'.  (/tx— i)ços^x  Xfiin    pu  cos  f/x^  - 
Donc^  on  aura  aussi  " 

f^{y  +  i)  =±:a.3.. .  (/*  — i)  cosf^a  X  sîn  ou  cosft», 
en  faisant  y-f-izin  tang  z ,  c'est-à-dire , 

tang  .  z  =  tang  .  x  -f- 1- 

Or  quels  que  soient^  et£^  il  eèt  visible  que  la  plus  petite 

et  la  plus  grande  valeur  de  cos^z  X  sinon  cos  ^z,  sera— i 
et  1  ;  d'où  on  peut  d'abord  conclure  que  la  série  est  vraie 
pour  des  valeurs  quelconques  de  x  et  i ,  et  que  si  on  veut 
arrêter  la  série  au  termes  /a""',  le  reste  de  la  série  ser^  né- 

cessaîrement  renfermé  entre  les  limites  ±  — • 

.     .        ^.  ^ 

Ainsi  en  faisant  x=2  o^  on  aura  ces  limites 

« 

fl        iP                      i'-^  +  ï 
arc  tang  £=«£ (-  ^  +  etc.  ±: 

OÙ  fc  est  l'exposant  du  terme  auquel  on  veut  s'arrêter.* 

Nous  finirons  par  remarquer  que  les  mêmes  formules  peuvent 
servir  à  développer  une  fonction  quelconque ,  suivant  les  puis- 
sances de  sa  variable;  car  en  faisant  xzzzo  ^  /(^+0  de- 
vient simplement /i  et  peut  représenter  vm»  fonction  quel-- 
conque  d'une  variable  i. 

Or  il  est  visible  que  les  valeurs  de  fxyfxy  f"Xy  etc.  j; 
lorsque  x=  o,  doivent  coïncider  avec  celles  àiàfi^fi^fi^^Xc,^ 
lorsque  i  =  o.. 

4 
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Donc ,  si  on  dénote  simplement  par  /,  f  y  fy  etc.  les 
valeurs  défi,  fiif"ip  etc. ,  lorsque  i-=:i:o,  on  aura  en  gé- 
néral 

/i=/+  if  +  tf  +  l^f  +  etc. 

Et'  si  on  veut  s'arrêter  au  terme  /x'"*',  alors  comme  I© 
terme  suivant  serait 


s. 3. 4*  *  •  «/^ 


il  n'y  aura  qu'à  substituer  à  la  place  Aeff^  la  plus  grande 

et  la  plus  petite  valeur  de  f^i ,  ou  des  valeurs  plus  grandes 
et  plus  petites  que  celles-ci ,  et  l'on  aura  les  limites  du  reste 
du  développement. 

Ainsi  le  développement  sera  exact  tant  que  ces  limites 
auront  des  valeurs  finies.  Si  l'une  d'elles  devenait  infinie  y  le 
reste  de  la  série  pourrait  aussi  devenir  infini ,  et  le  dévelop- 
pement deviendrait  fautif.  Il  faudra  donc  alors  ou  s'arrêter 
à  un  terme  précédent ,  ou  n'attribuer  à  i   que  des  valeurs 

telles^  (jue  f^i  ne  devienne  pas  infinie  depuis  î=o  jusqu'à 
cette  valeur. 

Puisque  ces  limites  répondent  à  la  plus  grande  et  à  la  plus 

petite  valeur  de  ff^i,  en  prenant  i  depuis  zéro  jusqu'à  la  va- 
leur donnée  ;  il  est  clair  que  la  valeur  exacte  du  reste  du  dé- 
veloppement de  la  fonction  fi  répondra  à  une  valeur  inter- 
médiaire de  f^i ,  qui  pourra  être  représentée  psacf^j  ,  en 
prenant  pour  j  une  quantité  entre  zéro  et  i.  Il  suit  de  la 
qu'on  pourra  toujours  représenter  d'une  manière  finie  le  dé- 
veloppement d*une  fonction  quelconque /*£,  en  y  introduisant 
une  quantité  inconnue  j  moindre  que  i.  Ainsi  >  on  a  ce  théo- 
rème ^maly tique,  remarquable  par  sa  simplicité^ 
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/i=/+z/+i>+^/-  +  etc. 

où^/',  Z*',  etc.,   sont  les   valeurs  it  fi^fi^  fi^  etc., 
en  y  faisant  f  =:  o ,  l'exposant  fc  étant  quelconque. 

On  a  par-là  une  démonstration  rigoureuse  de  cette  propo« 
ntion  qu'on  s'était  contenté  de  supposer  jusqu'ici  ;  savoir , 
que  dans  le  développement  d'une  fonction,  on  peut  donner  à 
la  variable  suivant  laquelle  est  ordonné  le  développement , 
une  valeur  assez  petite  pour  qu'un  terme  quelconque  de  la 
série  soit  plus  grand  que  la  somme  de  tous  ceux  qui  le  suivent  ; 
car  il  est  clair  qu'il  suffit  pour  cela  de  faire  voir  qu'on  peut 
toujours  prendre  i  assez  petit  pour  que  l'on  ait 

a 

condition  qui  se  réduit  à  celle-ci  y*  *  ^-Z"/^',  à  laquelle 
il  est  visible  qu'on  peut  toujours  satisfaire  en  diminuant  la 
valeur  de  i,  pourvu  qu'on  n'ait  "psi^f^     *  =  o. 

On  peut  démontrer  de  la  même  manière  cette  autre  pro- 
position ,  que  si  l'on  a  deux  fonctions  différentes  fi  et  Fi , 
qui  soient  telles  que  les  fc  premiers  termes  du  développe- 
ment de  yi  ,  soient  respectivement  égaux  aux  fi  premiers  termes 
du  développement  de  Fi,  on  peut ,  en  diminuant  la  quan- 
tité i,  rapprocher  assez  près  les  valeurs  de  ces  deux  fonctions, 
pour  que  la  valeur  d'aucune .  autre  fonction  comme  ci ,  ne 
puisse  jamais  tomber  entre  ces  valeurs,  si  les  (jl  premiers 
termes  du  développement  de  ^i  ne  coïncident  pas  aussi  avec 
ceux  du  développement  de  fi  et  de  Fi',  car  la  différence 
Pi  ^fi  se  réduira ,  par  l'hypothèse,  à 
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(^; -/;•). 


a. 3  . . .  /(x 

où  la  quantité  j  pourra  être   différeiiîte  dans  les  deux  fooc— 
lions  ^  mais  toujours  j  '^i',  au  lieu  que  la  différence  (^i  — J^â 


sera  de  la  forme 

^  (  <.W^)  +  etc.  +  ï:!^  C  ç;-^:) , 

A  étant  -^  /sa;  d'où  Ton  voit  qu'en  diminuant  la  valeur  de  i  , 
le  rapport  de  cette  différence  à  la  première ,  deviendra  tou- 
jours plus  grand ,  à  moins  que  Ton  n'ait  aussi  9^^==^^,  etc. 

C'est  sur  ces  principes  qu'est  fondée  l'application  rigou- 
reuse de  la  théorie  des  fonctions  dérivées  aux  parties  de  la 
géométrie  et  de  la  mécanique ,  pour  lesquelles  on  emploie  le 
calcul  différentiel.  Soit  fx  l'ordonnée  d'une  courbe  dontx 
est  l'abscisse  ;  prenons  une  nouvelle  abscisse  i  y  qui  commence 
où  finit  l'abscisse  x,  que  nous  regarderons  maintenant  comme 
constante;  l'ordonnée  correspondante  sera 

f(x  +  0 = /r  +  r^  +  -^  /'x  +  etc. 

Arrêtons -nous  aux  premiers  termes  ,  et  supposons  l'équatioa 

z:=:fx+ifx, 

entre  l'abscisse  i  et  l'ordonnée  z]  Cette  équation  sera  à  une 
ligne  droite  qui  passe  par  le  point  de  la  courbe  qui  répond  à 
l'abscisse  x,  et  qui  est  inclinée  à  l'axe  d'un  angle  dont  fx 
est  la  tangente. 

Comme  les  deux  termes  de  l'ordonnée  de  cette  droite 
coïncident  avec  les  deux  premiers  termes  de  celle  de  la 
courbe ,  il  sera  impossible    qu'aucune   awtre   droite   passant 


BÉS     FONCTIONS.  10/ 

par  le  même  point  de  la  courbe ,  puisse  passer  aussi  entre 
elle  et  la  droite  dont  il  s'agit;  celle-ci  sera  donc  la  tan- 
gente de  la  courbe  au  même  point,  de  manière  qu*en  ap- 
pelant t  la  sous-tangente ,  on  aura  en  général  -^  z=zfxy  et 

de  là  «=  -^=cZi 

/^    y 

Prenons  maintenant  les  trois  premiers  termes  du  même 
développement  >  et  considérons  la  courbe  dont  réquation 
entre  Tordonnée  %  et  Tabscisse  i  serait 

z  =/x  4- if  «  + 'Vx  ; 

S 

on  aura  une  parabole  dont  Taxe  est  parallèle  aux  ordonnées  , 
et  dont  le   paramètre  est  7^—. 

i  ^ 

Cette  parabole  passera  par  le  point  de  la  courbe  proposée  qui 
répond  à  l'abscisse  x,  et  aura  la  même  tangente  qu'elle,  parce- 
que  les  deux  premiers  termes  de  son  équation  coïncident 
avec  ceux  de  l'équation  de  la  courbe  ;  et  comme  les  troi- 
sièmes termes  coïncident  aussi,  il  s'ensuit  qu'aucune  autre 
parabole  ne  pourra  passer  entre  celle-ci  et  la  même  courbe  : 
ce  sera,  parconséquent,  la  parabole  qu'on  nomme  osculatrice. 
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Çt  qui  aura  j:jp-  ou  -jr  pour  paramètre. 
J  '^     y 

Comme  c'est  ordinairement  au  cercle  qu'on  rapporte  la  cour- 
bure des  courbes,  pour  avoir  le  rayon  de  courbure ,  on  suppo- 
sera que  ta  courbe  proposée  est  un  cercle  dont  Téquation  gé- 
nérale est,  comme  l'on  sait, 

(a?— a)*  +  (y  — *)*  =  rS- 
ainsi  on  aura 

tf où  Von  dédtiit ,  CB  prenant  les  fonctions  dériyée»  ; 


io8  t  X  t  C  t  h 

/  = î! r-r^ 

Si  on  détermine  ^  par  ces  trois  équations >  les  valeors  de  m; 
h  y  r  eux ,  fx,  fx^  fx^  on  aura  non-seulement  le  rayon  r 
dn  cercle  oscnlateur,  mais  aussi  la  position  du  centre  de  ce 
cercle  par  les  deux  coordonnées  a^  h  ^  qui  seront  en  même 
temps  celles  de  la  développée  ;  car  alors  les  trois  premiers 
termes  du  développement  de  y  dans  le  cercle  »  comcideront 
avec  les  trois  premiers  termes  du  développement  de  y  dans  la 
courbe  proposée. 

On  aura  aussi  ^  pour  une  courbe  quelconque  « 

r_ '-^ — 

fl  îae  X  —  •Si— — 3-"— , 

y 

On  peut  pousser  plus  loin  cette  théorie  des  osculations  ; 
comme  nous  Tavons  fait  dans  les  articles  117  et  suivans  de  la 
Théorie  des  Fonctions  analytiques. 

Si  on  considère  l'espace  décrit  par  un  mobile  y  comme  fonc^ 
tion  du  temps  employé  à  le  parcourir ,  et  qu'on  nomme  x  le 
temps ,  et  y  Tespace ,  Téquation  y  '=^fx  exprimera  la  nature 
du  mouvement.  Soit  z  Tespace  décrit  dans  le  tems  i  qui  com« 
menée  au  bout  du  temps  x,  on  aura  z,  ==/"(x+  i)  — /x  et  par 
le  développement 

*=îfa:  +  ^/'^+^^^+etc.: 
Be  prenons  dans  cette  esqpression  de  s  que  le  premier  terme  > 
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et  considérons  un  autre  mobile  dont  le  mouvement  serait  re- 
présenté par  l'équation 

exxtxe  l'espace  u  et  le  même  temps  i  ;  ce  mouvement  sera  uni- 
forme avec  la  yîttssefx.  Comme  la  valeur  de  u  est  exprimée 
par  un  terme  qui  est  le  même  que  le  premier  terme  de  la  va- 
leur de  z)  il  suit  de  ce  que  nous  avons  démontré  en  général, 
q[ue  y  dans  les  premiers  instans  du  temps  f  ^  ce  mouvement  uni- 
forme approchera  plus  du  mouvement  dont  il  s'agit,  qu'au- 
oim  autre    mouvement   uniforme  ;   car  on  pourra   toujour» 
prendre  le  temps  i  assez  court  pour  qu'entre  les  espaces  par- 
courus en  vertu  de  ces  deux  mouvemens,  il  ne  puisse  être  par- 
couru uniformément,  dans  le  même  temps,  aucun  espace  moyen 
avec  une  autre  ^tesse  que  fx.   Donc  on  pourra  regarder 
fx  comme    l'expression  de  la  vitesse  de  tout  mouvement 
représenté  par  l'équation  y  ^=fx ,  au  bout  du  temps  x. 

Si  on  prend  les  deux  premiers  termes  de  l'expression  de  s 
pour  l'espace  décrit  par  un  autre  mobile  dans  le  même  temps  i, 
la  formule 

UTszif  x+  -/'x. 


représentera  un  mouvement  composé  d'un  mouvement  uni^ 
forme  avec  la  vitesse /^x,  et  d'un  mouvement  uniformément 
accéléré  produit  par  une  pression  ou  force  accélératrice 
constante  fx ,  comme  l'expérience  le  prouve  dans  le  mou- 
vement des  graves. 

Les  termes  de  la  valeur  de  u  étant  les  mêmes  que  les  deux 
premiers  termes  de  l'expression  générale  de  2 ,  on  conclura 
des  mêmes  principes  établis  ci*  dessus ,  et  par  un  raisonnement 
semblable  au  précédent ,  que ,  dans  les  premiers  instans  du 
temps  i ,  ce  nouveau  mouvement  approchera  du  mouvement 
représenté  par  l'équation  z  =/(  x  •+■  i  )  — fx ,  oiiyz=:fx^ 
plus  qu'aucun  autre  mouvement  semblable  ,  de  manière 
qu'on  pourra  prendre  fge  pour  la  vitesse  ,   et  f'x  pour 
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la  force  accélératrice  au  commencement  du  temps  £,-c*est-àr* 
dire  ',  au  bout  du  temps  x.  Dotac ,  en  général ,  y  étant  Tespaoe 
décrit  et  escrimé  en  fonction  du  temps ,  y  sera  la  vitesse  , 
et  y  la  force  accélératrice  nécessaire  pour  ce  mouvement. 

Ceci  a  lieu  naturellement  dans  les  mouvemens  rectilignes  : 
mais  en  considérant  les  mouvemens  curvilignes  comme  com- 
posés de  rectilignes  y  on  en  déduit  les  lois  des  vitesses  et  de» 
forces  dans  toutes  sortes  de  mouvemens. 

Nous  nous  contenterons  ici  d'avoir  fait  voir,  en  deux  mots, 
Fusage  de  notrç  théorème  sur  les  limites  du  développement 
des  fonctions,  dans  l'application  des  fonctions  dérivées  à  la 
géométrie  et  à  la  mécanique  ;  et  nous  renverrons  ceux  qui  dési- 
reront un  plus  grand  détail ,  à  la  seconde  partie  de  notre 
Théorie  des  Fonctions  analytiques. 
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LEÇON     DIXIEME. 

Des  Equations  dérivées^  et  de  leur  usage  pour 
la  transformation  des  Fondions^  analyse  des 
Sections  angulaires* 

J  usqu'à  présent  nous  n'ayons  considéré  les  fonctions  dérivéet 
que  comme  servant  à  la  formation  des  séries  d'où  elles 
tirent  leur  origine;  mais  ces  fonctions^  considérées  en  elles- 
mêmes,  offrent  un  nouveau  âystèime  d'opérations  algébriques^ 
et  sont  y  pour  sdnsi  dire  ^  la  clef  de  la  traasforibation  des 
fonctions. 

Lorsqu'une  fonction  d'une  variable  est  présentée  sou»  deux 
formes  différentes ,  en  égalant  ces  expressions ,  on  a  ce  qu'on 
appelle  une  équation  identique,  à  cause  de  l'identité  de  la 
valeur,  laquelle  doit  parconséquent  avoir  lieu  indépendam** 
nient  de  la  variable ,  c'est-à-dire ,  quelle  que  soit  cette  va- 
riable ;  ainsi  elle  aura  lieu  aussi  en  attribuant  à  la  variable 
'la  accroissement  quelconque  f. 

Soit  fx=zo  une  pareille  équation  identique ,  on  aura  donc 
^visàf(x  -|-  i)  =  o ,  savoir ,  en  développant 

fx  +  ifx  +  |/^x  +  etc.  =  0, 

^el  que  soit  i  ;  donc  on  aura  séparément 

yi=o,  f^x:=:Oy  f^x=:o ,  etc.  ; 

* 

o!où  il  saix  Âffke  l'on  aura  la  même  équation  en  prenant  les 
fonctions  dérivées  d'un  ordre  quelconque. 


lift  CALCUL 

Supposons  maintenant  une  équation  comme 

entre  deux  variables  x  et  jr ,  par  laquelle  Tune  y  doive  être 
fonction  de  x.  Il  est  évident  qu'en  regardant  y  coiùme  une 
fonction  de  x^  déterminée  par  cette  équation ,  l'équation 

sera  identique  >  et  aura  lieu  indépendamment  de  x  \  donc  l'é- 
quation subsistera  aussi  entre  les  fonctions  dérivées  d'un  ordre 
quelconque. 

En  prenant  donc  les  fonctions  dérivées  premières^  secondes , 
etc.  de  chaque  terme  y  on  aura  autant  de  nouvelles  équations 
qui  auront  lieu  en  même  temps  que  l'équation  primitive  ;  par- 
conséquent  toute  combinaison  de  ces  équations  aura  lieu  aussi 
à-la-fois. 

Nou9  nommerons  en  général  équations  dérivées  du  premier 
ordre,  du  second  ordre ,  etc.  ou  simplement  équations  primes, 
secondes ,  etc.  ^  non-seulement  les  équations  dérivées  qu'on 
obtient  en  prenant  les  fonctions  primes ,  secondes  ^  etc.  de 
tous  les  termes  d'une  équation  regardée  comme  primitive  ^  mais 
encore  les  équations  qu'on  pourra  former  par  une  combinaison 
quelconque  de  l'équation  primitive ,  et  de  son  équation  prime , 
ou  de  ces  deux-ci  et  de  l'équation  seconde. 

Ainsi  l'équation  primitive  contenant  x  et  y ,  l'équation  dé^ 
rivée  du  premier  ordre  ou  équation  prime  ,  contiendra  x ,  y 
et  y'',  l'équation  dérivée  du  second  ordre  ou  équation  seconde^ 
contiendra ,  ^ y  y  ^y'  et j^*  ;  et  ainsi  de  suite. 

Si  au  lieu  de  regarder  y  comme  fonction  de  x  ^  on  regardait 
au  contraire  x  comme  fonction  de  y ,  l'équation  prime  serait 
entre  y ,  x  et  a/ ,  l'équation  seconde  serait  entre  ^ ,  x ,  x'  et  x**, 
et  ainsi  de  suite  ;  et  par  le  principe  exposé  dans  la  leçon  YII , 
on  pourra  toujours  transformer  un  de  ces  systèines  d'équations 
dérivées  dans  l'autre. 

Pour 
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Pour  montjrer  d*abord  par  quelques  exemples  l'usage  des 
équations  dérivées  dans  la  transformation  des  fonctions,  je 
considérerai  les  fonctions  sin  x  et  cos  jc,  dont  nous  avons 
donné  les  fonctions  dérivées  dans  la  leçon  Y,  et  faisant 


sm  cr  •  z  =  cos  x 


yz=:smx, 


» 


faurai  d*abord 

y  =  cos  X  et  a'  =  —  sin  x , 
parconséquent 

si  on  multiplie  la  première  de  ces  équations  par  |/—  i ,  et 
qu'on  rajoute  à  la  seconde ,  on  auta 

d'où  Ton  tire  T équation  .  i         j 

* 

Or  nous  avons  vu  dans  la  leçon  VI ,  que  si  p  est  une  fonc- 
tion  quelconque  de  a: ,  --  est  la  fonction  dérivée  de  Ip  )  ainsi 

sera  l'équation  primitive  d'où  la  précédente  peut  être  censée 
dérivée  ;  la  quantité  k  est  la  constante  arbitraire  que  nous 
avons  vu  à  la  fin  de  la  même  leçon,  pouvoir  toujours  s'ajouter 
à  la  fonction  primitive  d'une  fonction  dérivée  donnée  ,  et  qui 
sert  a  lui  donner  toute  la  généralité  dont  elle  est  susceptible. 
Il  serait  inutile  d'ajouter  de  même  une  constante  au  premier 
membre  de  l'équation  ^  parcequ'elle  se  fonderait  dans  l'autro 
par  la  simple  transposition  dans  le  second  membre. 

Mais  cette  constante   étant  jusqu'ici  arbitraire ,  il  faiit  I4 
déterminer  conformément  à  là  n^tiure  des  fpzictions^  et  z. 

H 
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Pour  cela^  j'observe  qu  en  faisant  a;  =:  o ,  on  a 

sin  X  =  o ,  et  cos  x  =  i  ;  donc^  =  o ,  a  =  i . 

Il  faudra  donc  que  réquation  qUe  nous  yenons  de  trouver ,  sa- 
tisfasse à  ces  suppositions  -,  or  elle  devient  dans  ce  cas  liz=ik', 
et  comme  / 1  est  =  o ,  on  aura  k  =  o. 
L*équation  sera  donc  simplement 

/(a +^  J/— 1  )  =x  V^— 1  ; 

et  passant  de  là  aux  exponentielles , 

z  +y  |/ —  1  =  e'K-^, 

e  étante  comme  nous  le  supposons  toujours^  le  nombre  dont  le 
logarithme  hyperbolique  est  Tunité.  Remettant  pour  y  et  z 
leurs  valeurs  âin  x  et  C€s  x,  on  aura  cett«  formule  remar- 
quable 

cos  X  -f-  siû  X  |/—  1  =i  e*K"^  ; 

laquelle ,  à  cause  de  Tambiguité  du  radical  ^-—  i ,  donne  éga- 
lement celle-ci , 

cos  X  —  sm  X  ^—  i  =t=  e'^^K""'; 

et  ces  deux  combinées  ensemble  suJBient  pour  déterminer  les 
valeurs  dé  sin  x  et  cos  x.  On  aura ,  en  effet  ^  après  les  avoir 
ajoutées  ou  retranchées , 


cosx 


smx  = 


2 


a  y — 1 


Ainsi  les  sinus  et  cosinus  se  trouvent  exprimés  par  des  ex^ 
ponentielles  imaginaires ,  ce  qu'on  peut  regarder  comme  lune 
des  plus  belles  découvertes  analytiques  qu'on  ait  faites  dans 
ce  siècle. 

Ces  formules  peuvent  aus»  se  déduire  immédiatement  de  la 
comparaison  des  séries  qui  expriment  le^  foACtig«s  $ia  x^ 
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€os  X  et  e*,.et  que  nous  avons  trouvées  plus  haut  (leçons  IV 
et  VI.)  C'est  de  cette  maiiière»  cfà*Eulet  les  adonnées  dans  le 
tome  VII  des  Miscellanea  Berolinensia  :  mais^  dans  son  In- 
troductio ,  il  les  déduit  d^  expressions  algébriques  des  sinus  et^ 
cosinus  des  angles  multiples  ,  par  une  réduction  'ingénieuse  , 
mais  dépendante  de  la  considération  des  quantités  in£iues^^t  in- 
finiment petites ,  et  que  nous  avons  tâché  de  rendre  rigoureuse 
dans  la  Théorie  des  Fonctions,  n"  93  et  a 5.  '  <         ' 

Comme  ces  mém^s  aériesTjay^iept  été,  données  ^ar  J\^ewton, 
dans  son  Commerce  zsec  ,Oldembufg  ^  et  étaient  ains^  connues 
avant  la  fin  du  si ''Clé  detnfef,  on  aàraitTpii  dès-lors  parvenir 
aa^i  formules  4^Hit  bous  ytan^fm^^  i^^ç^a^r  par-n^.fà^  1^.  théoi;ie , 
des  sections  angulf^c^a ,  )i|^  pie^j^ctiq^^  QH'^U^  ^[^  ?P^^^^^.  ¥^® . 
cinquante  ans  après  par  les  ouvrages  d'Èuler. 

L'expressh)n  des  ^rcs  en  lègdfithih'esliiiagiriàif'es*  remonte , 
à  la  vérité ,  £m,'o^tmi^neenxenfe<derQè  siècle ,  et  o*est  une  des 
plus  ]}elles  découvertes  de  Jean  Bernoulli ,  qui  Ta  donnée  en 
peu  dé  mots  dans  iès'Méiïioïres  de  PAcâtîétii[b'désf'5cBenccs''cFfc" 
170a.  Il  y  était  parvenu  eii  ihfégtantparlo^ini'i'nés'l'tlfemerit 
de  l^aiac  «sqpviméipaar  la  tan^eiite ,  bomoiQ  Leibmiiif  m^ix  tc(m\^ 
la  série  qui  exprime  Tare  pav  la.itangente  ,  eoî  M«*<^g^^MÉ  kr: 
même  élément  par  série. 

Cette  découverte  conduirait  aussi  natuteÏÏement  aux  mêmes 
f etmidbeiv  evfioitfln^elks  ;-  mfk  >  ette-  est  iTesté^  long-t^nps  stériie , 
et  ce  n'est  que  lorsque  ces  formuk^j^t  éfté  a»pnttes*paï.d»'^i|tir§»^ 
voies  y  qu'on  a  vu  qu'on  pouvait  les  tirer  immédiatement  de 

rintégràfîôn>  '    '       '  l-^^';-^-       .'•      '  :  '      -   ,   ^       ; 

î-'é^^^ffft.  ïj  ^       ■       '\^  i-    yr  ,,.    .    :.    ^. ' 

cos  X  +  «in  X  X/"^  X  •=.  c^*V"* 

ci*  le^  radical  I/--.1  peut  avoir  égajement  Uiiffnc  +  et  -— , 
doime  toute  la  théoqe  dn  calcul  dea  ^nglès.  Car  en  muTtighant. 
cette  équation 'par  r  équation  senablable  ,  ' 


i .  '■ 


•      '  iaos  j#  *+•  sih  j^  y/^mtisae^'^'; 

a 
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•  ^  * 

(  cos  X  +  sin  x\^ —  i)  (coêy  +,sÀny  y^ —  i) =e^*^/V-', 

Mais  en  mettant  dans  la  même  équation  x  -f- y  à  la  place 
de  X ,  on  a  aussi 

cos  (x+^)  +  sin  (x  +  v)  i/—  1  =cC*^r)i/— . 
Donc ,  comparant  et  développaut  le  j>rQduit^  on  a 
cosxcosy— sînxsinjr-f-  (^cbsxïîny -f-  côsyM'x^XlX^* —  i 


s  ^  A 


=  co«Cx-(-y)  +  sm(x+j^)  ]/—i; 

*  -  • 

et  comme  éette  équation -dëit-avwr' lieu  pour  ^s  deox'sigiJL**" 
de  |/ —  1  >  il  s^ensuit  qu'on  aura  déparémeitt  - 

.  C08 a*  C0«^  p-  Sjjj  X,^^.=.CQS  (^X  +  J^  )  , 


r      -    ►-» 


j'        ")  1  ■'  A         t^.»        ' 


1..  .-J  J  )  1  «*t».»'  •-.,-.,.•/ 


formuler  qu'oad^qntoe  par  ja  gé<Mnétrie  ,^  erf:  qui  sont  le  fon- 
dement de, toute  la  théorie  des  angles. 

La  mêine>  équation  ;  en  'âeva&t  le»  àexxjL  ;mt»àabse»  •«  Unie* 
pnisffatfcg  4"^^^^^^^  ^^  i  donner  ,  •      '    ^  «  . 

r  cos  X  +  sin  X  V/ — i  >"•  ;=  e"*^^-' . 

Donc  stùsèi,  en  mettant  dans  T^BatioD  pvianlm^  mjD  àbt 
pJace  de  x^ et  comparant, *<m  a"  '        "  ^ 

-  •  '  '      »  r 

•  -^«1    .      .  .,         ^t     ji  >     »,      «•      i.<  L    '       •»  Il 

(cosx  +  sinxj/ — i)"*  =  cosOTX  +  sinmx^— rx*   , 


formule  remarquable  autant  par,  sa  simplicité  et  ^h' 'élégant* 
que  par  sa  généralité  et  sa  fécondité. 


r  « 


»     '  *        ^    r 


Il  paraît  que  3fbzVre' est  le  premier  qui  ait  trouvé  cette  belltt 
formule  ;  on  voit ,  par  les  M\scellanea  analytica ,  qu*îl  y  a  été 
conduit  par  la  considération  des  sections  byperboliqùes  com^ 
parées  aux  sections  circxdaires.  Maintenant  elle  est  devenue 
ime  vérité  élémentaire^  qu'on  démontre  par  le  moyen  ê.é^ 
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?aîeurs  de  sin  (x  +y)  et^os  (x  +  ^^  que  donne  la  géomé- 
trie y  en  considérant  le  produit  des  formules  semblablea 

cos  a:  +  sin  X  \/ —  1  et  cos^  +  sin  jf'  ^/—  1 , 

lequel  se  réduit  à  cette  formule  semblable , 

cos  {x  -j-y  )  +  sin  (x+^  )  y/ —  i  ; 

et  c'est  à  Euler  qu'on  doit  d'avoir  transporté  'ain$idans  les  Elé*- 
mens  une  formule  d'une  si  grande  utilité. 

Il  est  vrai  que  de  cette  manière  on  ne  peut  la  démontrer 
que  pour  des  valeurs  rationnelles  de  m  ;  mais  il  en  est  ici 
comme  daps  la  formule  du  développement  du  binôme ,  et  en 
général  dans  toutes  les  formules  qui  contiennent  une  indéterminée 
qui  peut  être  un  nombre  que]conque  rationnel  ;  ce  n*est  que  par 
la  considération  des  fonctions  dérivées  qu'on  en  peut  prouver  la 
généralité  pour  une  valeur  quelconque  de  la  même  quantité. 

En  prenant  dans  la  formule  que  nous  venons  de  trouver, 
le  radical  ^—  1  en  plus  ou  en  moins,  on  à  ces  deux-ci, 

cos  mx -^  siamx]/ — 1  =  (cosx  +  sin  x|/—  1)'^, 
cos  771X  —  sin  mx  J/—  1  =  (cos  x  —  sin  x  V^—  1  )"*  i 
d'où  l'on  tire  aisément 

(cos  x+sin  xl/ — 1  )"*4-(cos  x — sin  xi/ —  1  ")"* 

COS7llX=  ^  '  .i.  ■    '^ i — !-i ^    ^ 

a 

(cos  x+sin  X 1/ —  1  )  "* — (cos  x — sin  xl/ —  1  ")"* 
Mnmx=  ^ ' ^ i-* 

Si  on  développe  les  puissances  m'**"  parla  formule  du  binôme; 
les  imaginaires  disparaissent ,  et  l'on  a  ces  expressions  en  série-, 

m  (m —  1)       «  «      .  « 

cos  771 X  =  cos"*x ^ cos'""'*xsm*x 

2 

,   771(771 — 0  (m — 2)  (771—3)       __,       .   . 

H i ^  ^  „    /  ^ ^  cos^'^'^  X  sm^x  —  etc. , 

^  2.3.4 

771  (m — 1)  (m — 2)       „   «      .  , 

«n/nxrs  m  cos"*""*  x  smx ^= V cos"»-,-^  x  sm^x 

2.0 

+  etc.  3 


Il8  CALCUL' 

Ces  deux  formules  avaient  été  d*»n»écs  dès  1701 ,  par  JeÊm 
Bemoulli ,  dans  les  Actes  de  Léipsic ,  mais  sans  démonstra^ 
tion  ;  et  ^on  voit  par  la  lettre  lag  du  Commercium  epistoli-* 
cum,  et  par  le  Traité  des  Sections  coniques  de  V Hôpital, 
qu'il  les  avait  trouvées  en  cherchant  successivement ,  par  les 
théorèmes  connus,  les  valeurs  des  sinus  et  cosinus  des 
angles  doubles  ^  triples ,  etc. ,  et  en  observant  Tanalogie  des 
termes  de  ces  valeurs  avec  ceux  du  développement  du  binôme. 
En  eflTet^  ai  on  fait  successivement ^=:Xy  a x,  Zx,  etc.  ^ 
dans  le$  formules  données  ci  -  dessus  pour  sin  (a:-|-^)  et 
cos  (x  +  y)  j  et  qu  on  substitue  à  mesure  les  valeurs  pré- 
cédentes ^  on  trouve 

cos  or  =  cos^  X  —  sin*  X, 
sin  SX  =a  cosx  sin  x^ 
(x>s  3x=r  cos'x  -**3  cos  X  shi*x, 
fiinSx  =  3  cos*  x  sinx-*  sin^x, 
etc., 

dont  Fanalogie  avec  les  termes  des  puissances  correspondantet 
du  binôme  ,  est  manifeste . 

D  après  c^la ,  il  est  étonnant  «poie  JeoM  Benumlli  n'ait  pas 
trouA^  les  eiquressions  finies  de  sin  mx  et  cos  mx ,  et  qu*il  ait 
fallu  encore  via^  ans  pour  qu'on  parvînt  à  la  formule  don- 
née par  MmvTf.  Ainsi  Jtusn  BemctuIU  a  touché  deux  fois  â 
la  même  dècouveite,  et  il  en  a  laissé  la  gloir*  i  ses   sdc- 


Les  fv>rmules    pHrécédentes  renferment  les  pm«;5ances   de 
sin  X  et  oct^x  mél^ces  ensemble;  comme  coi  a  toujours 

c««'x  +  sm'x=i, 

i  «st  psKsSb^e  de  fidire  dssparantre  trctes  1e$  puissances  paires 
de  ^x  en  de  cx?isx,  et  d  avocr  de?  fermules  qui  procèdent 
«£:T3nt  fc;f  poàsaicccs  de  ccsx  ou  siax. 
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Il  serait  dif&cile  de  parvenir  à  des  séries  régulières  ^Pdb' la 
simple  substitution;  mais  les  formules  connues 

acosx  cosmxT=z  cos(m4'  1)  x  +  coSv(m—  i)  x, 
a  cosx  sin  mx  r=  sin  (wi-J*  i)  x  -j-  sin  (m^— 1)  ao, 

font  voir  que  les  cosinus  et  sinus  des  multiples  de  x  forment 
deux  séries  récurrentes  dont  l'échelle  de  relation  est  2  cos  x,  —1 . 

Ainsi  en  partant  des  premières  valeurs  de  cosmo:  et  sinma^, 
lorsque  m=:o  et  m  =  i,  et  mettant,  pour  plus  de  simplicité^ 
p  et  9  à  la  place  de  cosx  et  ainx,  on  trouvera  successivement 

cos  ox  =  1 

eosix=zp 

cosax=:  sp  cos  X  —  cos  ox  =  2p*  —  1 

cos  5x  =  Qp  cos  2x  —  cos  X  =  4p^  —  3p 

etc.; 

d'où  résulte  la  table  suivante  : 

C0B1X=    p 

cos  ùx  =2   ap*  -^   1 
cos  3:t  =   4/^  —  3p  s  /-  ^ 

cos4r=    8/7*—   Sp^+i     [  (^' 
cos  5x  =  iGp^ — flop'  +  5p 
♦    etc. 

tt^  en  général, 

a  cos  mx  ns^ap)"— m  (ap)"»^  «-| — ^ ^  (ap)"""^ 

i 3^^- •  (ap)"»-*  -f  etc. 

On  trouvera  de  même 

4 
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sîn  \x'=iq 

sin  2x  =  2pcjf 

«in3x=(  4p»—  1)7  \...(^Er), 

sin  5x  =  (i6p* — i2p*+i)  (7 
etc. 

et,  en  général , 

sin  mx  =  (  (ap)»"-'  —  (/îir— a)  (ap)"»"^ 

Ces  séries  procèdent  suivant  les  puissances  descendantes 
de  p  ;  on  peut  en  avoir  aussi  qui  procèdent  suivant  les  puis- 
sances ascendantes  de  p  ou  de  ç  ;  mais  il  faut  alors  distin- 
guer les  cas  de  771  impair  ou  pair. 

Soit  1*.  771  impair  :  on  aura 

cosia:=p  \ 

cos  3jc  =  —  (5p — 4p' )  f  ,^ 

cos5xs=5p — aop* -J- i6p'  l 

etc.  J 

et,  en  général, 

.     p  771  (771* 1)      - 

cos7na;=2:3:}   TTip*— — ^ — =- — fr 

m  (m'— 1)  (m'— 9)  n 

+  ^3:43  P       '**=•  J  • 

le   signe   supérieur  étant  pour  le    cas  où  tu   est  de  la  forme 
^n'\-\  ^  et  l'inférieur  pour   celui    où   tti    est  de    la    forme 

4/t  +3. 

On  aura  de  même,  lorsque  m  est  impair. 
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sîn  IX  •=:  q 

sm3j7=— 9(1— i^*)  ,    ^pj^ 

sin  5x  =  ç  (1 — iflp*4"i6/ï*) 
etc. 

et,  en  général, 

sm7nx=±:</  / 1 —p  +  — -— g— ^p4 

(m--i)  (m--9)  Cm»-25)     ,  ) 

~     .a  .  3  .  4  .  5  .  6       Z'  +  ^*''' j  ' 

où  l'on  observera,  à  l'égard  des  signes  ambigus,  la  mêniQ 
règle  que  ci^essus. 
Soit  a**  m  pair  :  on  aura 

C0S2X:=— (i — ûp*)  ^ 

cos  4^  =  1 — 8p*4-  8p^  f   r^ 

cos  6ar  =  —  (1— 1 8/7*  +  48p^— Sap*^)  ( 
etc.  j 

et,  en   général. 


7n^(;n*— 4)  (m^— 16) 
û.3.4*5*6 
Ensuite , 


p^  +  etc.  j 


sin  Qx  =  ap^ 

sin  4r  =  —  (7  (4p_8p3) 

sin  Sx  =  9  (6p  — 32p3  +  3flp5)  (  ^^-^ ' 

etc. 


et,  en  général, 

±:}mp  — 

m  (m* -4)  (m'- 16)    ,  > 


7n(7n*— 4)    t 
sin  mx=  21  ^  mp ^^ — =--^  p' 
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A  regard  des  signes  ambigus^  on  prendra  les.  sigQes  siipé^ 
rieurs  lorsque  m  est  de  la  forme  4^^-1-12^  et  les  inférieurs^ 
lorsque  m  est  de  la-  forme  4^. 

En&n  on  aura  aussi  ^   à  cause  de  p'rz:  i  — -  9^ 

1*  Pour  le  cas  de  m  impair^ 

cos  IX  =  p 

cos3x=p(i— 4(;*) 

cosSo:  =p  (1  — i2g*  +  i6qf^)  l 

etc. 

et ,  en  général , 

(m*^!)  (in-~>9)  (m'-25)    .  l 
a  .  3  .  4  .  Ô  .  6  ^  +etc.J. 

Ensuite  ^ 


sin  ia:=: 

'<f 

sin  3x  = 

:3<3(. 

-49* 

sih  5a;  = 

;  Sç- 

—  207^+169* 

etc. 

ri 

et, 

en 

général , 

sin  tho:  — 

mg 

m  (m* — 1)    , 
-^     1.5      1 

w. 


a  .5.4.5 
a*  Pour  le  cas  de  m  pair, 

cos  2a;  =  '  1  —  flijf* 

cos  4x  =  1  -*  8qf*  4-  Sq^ 

cos  6a;  =  1  —189*  +489^— 3 V  i  ^^* 
etc. 
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,    en  général^ 

cosf!»a:=  1  —  —  cf*  +  — ~= — -^  o* 

fl  ^  2.0.4 

_  m*(m*— 4)(m*~i6) 

2.3.4*^*6 
£nsi2ite 


q^  +  etc. 


ain  ax  =  flp<;  '^ 

sin  6x  =  p  ( 67  —  3a^^+  3a<jf^)   i 
etc.  ^ 

et,  en  général. 

J'ai  rapporté  ici  ces  différentes  formules  ,  parceque  je  ne 
connais  aucun  ouvrage  où  elles  se  trouvent  réunies  y  et  surtout 
parcequ'elles  nous  fourniront  l'occasion  de  faire  plusieurs  re- 
marq[ues  qui  pourront  intéresser  les  lecteurs. 

Nous  observerons  d'abord  que  les  formules  des  tables  (-^), 
(^)  ,  (^)  et  (/)  ont  été  trouvées  par  Fiete^  et  répondent  à 
celles  que  l'on  voit  aux  pages  296  >  297  et  299  de  ses  Œuvres 
imprimées  à  Leyde  en  1646.  Il  faut  seulement  observer  que 
Viete  a  considéré  les  cordes  plutôt  que  les  sinus  on  cosinus  ;  or 
a  ces  a:  étant  la  corde  du  complément  à  deux  droits ,  de  l'angle 
%Xy  les  quantités  a  cos  ax ,  a  ces 3 x  etc. ,  seront  les  cordes  des 
complémens  des  angles  doubles  y  triples ,  etc.  ;  et  la  table  ÇA) 
deviendra  celle  dé  la  page  agS  de  Fiete  y  en  multipliant  tous 
les  termes  par  a ,  et  faisant  a  p=:A^,  (apy=5:Ç,  (ap)^=C, 
etc.  ^  suivant  sa  notation. 

A  l'égard  de  la  table  de  la  page  397  de  Tletey  elle  donne  le 
rapport  des  cordes  des  arcs  doubles,  triples ,  quadruples ,  etc. , 
à  la  corde  de  l'arc  simple  ;  et  le  premier  de  ces  rapports  y  est 
désigné  par  N ,  dont  le  quarré  est  Ç^  le  cube  C,  etc.  Ainsi  ea 


îa4  c  A  L  c  u  t 

prenant  2  sin  x  pour  la  corde  de  l'arc  simple  ,  ces  rapports  se— 
ront  représentés  par  ^— : ,  — ; etc.  ;  et  la  table  dont  il 


sin  X       sin  X 


s'agit ,  s'accordera  avec  la  table  (Z?)  en  faisant  -: =z  ap  =  A^, 

oUi  X 

et  divisant  chaque  équation  par  la  première. 

La  table  de  la  page  299  de  Viete  renferme  les  deux  tables 
(  £r)  et  (  /) ,  en  multipliant  tous  les  terme»  de  ces  tables  par 
2 ,  et  faisant  a qf  =  N y  (^2qy=  Q. 

Il  m'a  paru  intéressant  de  montrer  ce  que  H^iete  avait  fait 
sur  l'objet  dont  il  s'agit ,  et  surtout  d'indiquer  lesquelles  des 
formules  connues  pour  la  multiplication  des  angles ,  lui  sont 
dues ,  ce  qu'on  n'avait  pas  encore  fait ,  que  je  sache  ,  d'une 
manière  tout-à-fait  exacte. 

Au  "reste  F'iete  n'a  pas  donné  les  formules  générales  de  ces 
tables  ;  il  a  donné  simplement  le  moyen  de  les  continuer  aussi 
loin  qu'on  voudra ,  en  indiquant  la  loi  des  termes  et  de  leurs 
coeBiciens. 

Dans  les  mêmes  actes  de  Léipsic,  pour  1701 ,  déjà  cités  pluf 
liant,  Jean  BernouUl  avait  aussi  donné,  sans  démonstration, 
une  formule  générale  pour  les  cordes  des  arcs  multiples,  la- 
quelle revient  à  celle  de  la  table  (B  )  ,  en  observant  que  aç  est 
la  corde  de  son  complément  à  la  demi-circonférence. 

Ensuite  Jacques  BernouUl  a  donné ,  dans  les  Mémoires  de 
l'Académie  des  Sciences  de  170a,  deux  formules  pour  les 
cordes  des  arcs  multiples ,  qui  répondent  aux  formules  géné- 
rales des  tables  (^H)  et  (/)  ,  en  observant  que  â(/  étant  la 
corde  de  l'arc  2a; ,  et  Qp  la  corde  de  son  complément,  a  sinmx 
sera  la  corde  de  l'arc  m^^^^',  et  a  cos  jnx  la  corde  de  son  conv- 
plément.  Mais  la  première  de  ces  deux  formules  avait  déjà 
été  donnée  par  Newton  dans  sa  première  lettre  à  Oldemburgy 
imprimée  dans  les  œuvres  de  TVallis. 

Eafio  noua  remarquerons  qu'il  n'y  a  que  les  formules  gêné.- 
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raies  des  tables  (y/),  (^),  {H) y  ÇK)  qui  se  trouvent  dans 
rmtroducîion  d'jEu^  (chap,  XIV). 

Mais  toutes  ces  formules  n'ont  été  données  jusqu'ici  que  par 
induction  ,  ou  bien  en  sugposai^t^que  le  nombre  m  est  un  des 
nombres  de  la  série  1,2,  3 ,  etc. ,  de  sorte  qu'on  peut  douter 
si  elles  s'appliquent  à  d  autres  valeurs  de  m. 

De  plus,  si  on  considère  les  formules  des  tables  (i^)  etX^), 
on  'Yoit  tju'à  la  rigueur  elles  vont  à  Finfini ,  niâiiift-  lorsque  m 
est  un  nombre  entier  positif  ^  car  en  faisant  27»  t=:  1  ^  la  pre- 
mière donne 


etc., 


*.<. 


^^^.^.     ^    '   4P,,     iGp3       64p' 


et  la  seconde  donne 


sin«r=9.+  ^"*"  T§pî  "^  ^^^' 


r-  T 


irrieurs  qui  sont  évidemment  fausses.  Il  en  sera  de  même  exi 
donnant  ài  Tn.  d  autres  valeurs  <pielcoaques  entiières  et  positives, 
et  tenant,  cpçipte  dç  tous,  les  tenais  qui  ne  sont  pas  nuls. 

Il  est  vrai  que  par  la  nature  des  tables  (^Jl)  et  (B)  dont 
ces  formelles  ne  sont  que  îè  terme  général,  on  lie 'doit  y  em- 
ployer que  1er  termes  qui  "■contiennenfl  des  puissances  t  poH- 
tives  de  p;  mais  comme  les  termes  qui  ^îv«nt  ne  «ont  pas 
nuls,  on  ne  voit.p^,  à  prion,  ^pourquoi  on  doit  les  rejeter  , 
et  on  voit  moins  encore  ce  que  là  formule  exprimerait  en  ne 
les  rejetant  pas.-  Nous  ws^verOn^  le  .4?AûUf0ieïvÇ  de  fe»  dif- 
ficultés  pour  la  leçon  #uivante.  -j\. 


)  .... 


•'y      'X       ^ 


i■.î..^ 
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LEÇON     ONZIÈME. 

Suite,  de  V  Analyse  des  Sections  angulaires  y  ou 
l'on  démontre  les  Formules  générales  des 
Tables  données  dans  la  leçon  précédente. 


XLepRENONS  les  expressions  générales  de  cos  mx  et  sin  tiu? 
données  dans  la  leçon  précédente  ;  faisact 

cos  a:=  p ,  et  pàrconséquent  sin  qr=:?  [/  (i  *-*  p^)  , 

on  aura 

2  cos77u:= {p  + l/(p*-— 1)}«  4- {p— ij/(p^— 1>}"» 

a  sin  Tiur  v/  —  I  =  {p  +  1/  (p*— 0  J"*—  fp— V^(p'— O}"-    * 

''        '  .  «■»•..■>..,.        ,' 

Nous  obserYerons  ^'f^và  que  ces  fornaules  ^oat  taupurs 
vraies^  quelque  soit.I^  nombre  z?i|{>arcequ*9lle&  ont  été  dé- 
duites de  réquatioB  générale    - 

cos  a:  ±:  sin  ary/— 1  =  e— '*^'"  ■ 

éleyét  à  la  puissance  m.  Aineiles  doute»  qui  peuaraieiiit  rester 
à  cet  égard  disparaissent  ici  entièrement.  .    . 

Tout  se  réduit  donc  à  développer  ^  suivant  les  puissances 
de  p,  l'expression 

{p±:]/(p*~i)}- 

Comme  les  quantités  p  +  |/  (p*—  i)  iCt  p—  V^  (p*—  i)  sont 
les  deu2L  racines  de  l'équation 
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*•— fljW5-f"  1=0, 

)e  ferai  usage  du  théorème  que  f  ai  démontré  dan^  la  note  XI 
de  la  Resolution  des  équations  numériques ,  sur  la  somme  des 
puissances  des  racines  des  équations. 

Suivant  ce  théorên^,  si  on  a  une  équation  quelconque 

de  la  forme 

u— a:  +  /i3=o, 

où  X  est  rinconnue ,  la  formule 

n'étant  continuée  que  tant  qu'il  y  aura  des  puissances  négatives 
de  u  y  donne  la  somme  de  toutes  les  racines  élevées  chacune  à  la 
puissance— m;  mais  étant  continuée  à  TinGni^  elle  ne  donne  que 
la  même  puissance  de  la  plus  *petit«  des  racines.  Les  quantités 
f^u  ,  f^Uy  etc.  sont  le  quarré,  le  cube,  etc.  àià  fx\  et  les  traits 
appliqués  aux  parenthèses  désignent  les  fonctions  dérivées  des 
fonctions  de  u  renfermées  entre  ces  parenthèses. 

Ainsi,  dans  notre  cas,  si  on  ch^sge  %  en  a:  et  qu'on  di-    ^ 
vise  l'équation  par  âp ,  coef&cient  de  a? ,  elle  deviendra 

* 

laquelle  étant  comparée  à 


donne 


1        ^  j,        x^ 

2p         -*  ap 


donc  ^  x=  -r-  ;  de  manière  que  la  série  précédente  deviendra 
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où  il  faudra  faire  u  =  — ,'  après  avoir  pris  les  fonctions  dé- 
rivées désignées  par  les  traits  appliqués  aux  crochets/ 
Or 

(  (ur^yu^y=  (r-mur'^^y^m  (m— 3)  u-"^, 

(  {ir"^yuy  =  (—  mu-""^^y'=—  m{m—b){m  —  4)  uT'^'^^ 

etc. 

Ainsi  la  série  deviendra 

m(>n— 4)(77t  — 5)  -   ^ 

Faisons  nudntenant  u=  — ,  «t  l'on  aura  la  «érie 

a/) 

^  (flp)"  —  m  (ap)"—  +  *"  ^"^  ""  ^  ^  (2jtj)"-* 


;»(^-4)(^^_5)  ^^^)„_s'^.^j. 


a  .3 

laquelle  étant  continuée  seulement,  tant  qu'il  y  aura  des  puis* 
aances  négatives  de  — ,  c'est-à-dire  ,  des  puissances  positive* 

r 

de  ap ,  exprimera  la  valeur  de 

{p  +  ï/(p*- O}-""  +  {/> -l/Cp*  -  0}-", 

ce  qui  est  la  même  chose  que  la  valeur  de 
à  cause  de 

{p  +  l/ (/>•-- 0)x{p-v'(/i*-i)}=i.     • 

Ainsi 
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Ainsi  >  dans  cet  état,  la  série  dont  il  s'agit  donnera  la  valeur 
de  2  cos  77107 ,  ce  qui  s'accorde  avec  la  formule  de  la  table  (^). 

Mais  si  on  continue  la  série  à  rinfini ,  alors  elle  ne  don«^ 
liera  que  la  valeur  de 

puisque  p  — - 1/  (p^— - 1)  est  la  plus  petite  des  deux  racines  ; 
ou  ^  ce  qui  revient  au  même ,  jelle  donnera  la  valeur  de 

Pour  nous  convaincre  en  elFet  que  la  série  précédente  pria6 
dans  toute  son  étendue ,  n'est  que  le  développement  de  cette 
quantité ,  nous  allons  chercher  ce  développement  par  une 
marche  directe ,  ce  qui  servira  d'exemple  de  la  manière  d'em-. 
ployer  les  fonctions  dérivées  dans  ces  sortes  de  recherches. 

Supposons  donc  qu'il  s'agisse  de  développer  Texpression 

{p+VCp^-O}" 

dans  imé  série  descendante  de  la  formé 

jfy«^  +  ^p"-'  +  Cp""-^  +  Dp^^^  4-  etc  : 

si  on  divise    de    part   et  d'autre   par    p^,  et   qu'on   fasse 

— =»,  on  aura 
P 

{i  +  l/(i  — a*)}»  =  -rf+2?»  +  Ca*+I>»3^etc.> 

où  l'on  voit  que  la  série  ne   peut  avoir  que  des  puissances 
jpaires  des. 

Ainsi ,  en  faisant  u:=:z* ,  on  aura  la  fonction 
i  développer  suivant  les  puissances  de  x/. 
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DonCy  par  la  formule  générale  donnée  à  la  fin  de  la  leçon  IX» 
•i  on  fait 

on  aura 


II* 


{i  +i/  (I  -.  u)}«=/+  uf^^r  +  «te. , 

^ù/,  fy  fy   sont  les  valeurs  de  fu^fu^  fu^  «te,  lors- 
que Il  =3  G  et  forment  ici  les  coefiBciene  AyC^  etc. 

Ainsi  on  trouvera  d'abord /ma'*;  ensuite  on  aura 

et  de  là  ^ 

f  =  — mXa"^, 

et  ainsi  de  suite. 

On  peut  de  cette  manière  avoir  successivement  tous  le» 
coefliciens  de  la  série  \  mais  on  n*en  aura  pas  la  loi  ^  ce  qui 
est  le  plus  essentiel. 

Pour  la  trouver  d*une  manière  générale ,  je  reprends  la  for- 
mule en  p  et  je  la  suppose  égale  ky ,  ce  qui  me  donne 
récjuation 

Je  remarque  maintenant  qu'un  des  principaux  avantages 
des  fonctions  dérivées  est  de  pouvoir  faire  disparaître  dan» 
les  équations  les  puissances  et  les  radicaux.  En  effet  y  en  pre- 
nant les  fonctions  dérivées  par  rapport  à  p  et  regardant  j^ 
comme  fonction  de  p ,  on  a 

cette  écpation  dÏTÛée  pu  l'équatioii  primitiye  >  âonm 
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^  m 

multipliant  en  croix  et  qaarrant ,  on  aura 

Prenant  de  nouveau  les  fonctions  dérivées  par  rapport kpi 
on  obtiendra 

d*où  ^  en  divisant  par  sj/,  résulte  cette  é(piation  du  second 
ordre  en  y  et  p , 

laquelle  étant  9  comme  Ton  voit^  linéaire  par  rapport  à^; 
et  dégagée  de  radicaux^  est  très-propre  au  développement 
de  y  en  série. 

En  effets  il  n'y  a  qu*à  substituer  pour  y  la  série 
Api^  +  Bp^^  +6^"^  +  Dp"^  +  etc,  ; 
et  parconséquent  pour  y 

» 

mJp'^^  +  (to— i)  Bp!""^ + (m^-a)  C^'  +  etc.  ; 
et  poury 

m(m— 0  u<p"*~*  +  (/»— i)  (m— i)  Bp^-^  -f  etc.' 
Ordonnant  les  termes  suivant  les  puissances  de  p ,  on  aura 

^m^A'^mA  '■^mÇm  —  i)  A^ p* 
+  ^,n*iî  — »(m— i)  iî  —  (tîi  — ■  i)  (7ÎI-— fl)  ^j  p' 
-f  {m*C— (tu  — 2)  C— (771— a)  (771—3)  Ci    ^^ 

-}-77l  (tTI— l)  ^V 

+  {7n*Z>-(77i-3)  Z7— (77i-3)(77i— 4)Z7i 

+  (771— 0  (7»— fl)5^^ 

+  etc. =o; 
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Comme  cette  équation  doit  ayoir  lieu  indépendammeul: 
de  p ,  il  faudra  égaler  à  zéro  le  coefficient  de  chaque  terme. 

Le  coefficient  de  p"*  disparaissant  de  lui-même ,  c'est  une 
marque  que  le  coefficient  jÊ  demeure  indéterminé. 

Le  coefficient  de  p"^*  se  réduit  à  m^'B  —  (m  —  lyB ,  qui 
ne  peut  devenir  nul  i  moins  de  faire  Bz=o.  Or  B  étant  nul^ 
il  est  facile  de  voir  que  les  coefficiens  de  p*»—',  p"*-"^,  etc.  ne 
pourront  aussi  devenir  nuls  qu'en  faisant  D=o ,  Fz=:o  ^  etc. 

Maintenant  le  coefficient  de  p*""*  se  réduit  à 

m*C'^(m  —  fl)*  C  4-TO  (/n~ i)  ji ; 

celui  de  p"*^^  se  réduit  de  même  à 

m^E^(m'^4yE+  (m— a)  (m— 2f)  C, 

et  ainsi  des  autres. 

On  aura  donc,  en  réduisant,  leséquationff 

4  (m— 0  C  +  m(m— 1  )       ^=o, 

8  (m— a)  JE  +  (m— a)  (m— 3)  C  =  o, 

la  (m— 5)  G  +  (jn—jQ  (m— 5)  £==0, 

etc., 

lesquelles'donnentla  loi  ^vant  laquelle  les  coefficiens  A^Ci 
jE,  G,  etc.  dépendent  les  uns  des  autres. 

On  tire  de   ces  équations 

_,_       (m— .3)0       mim—Z^A 

8  4.8' 

Ij (m — ^4)  (^y^^ — 5)  E mjjn, — 4)  (^ — 5)y^ 

ia(7n.i^)  4.8.  la      ~* 

etc. 
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Or  nous  avoua  vu  que  le  premier  coefficient  A  est  égal  à  a."; 
ainsi  on  aura  ce  déyeloppemeiit 

{/'+l^(i*'-0}-=(3/»)"-m(3/')""+îî^^^  (V)"^ 
-  ^lï^l^^  (ap)-  +  etc.. 

qui  s'accorde  avec  la  série  trouvée  ci-dessus. 


«  ' 


Cherchons  de  même  le  développement  de  |p— |/  (p* — i)  j 
Comme  cette  expression  ne  diffère  de  celle  que  nous  venons 
de  traiter  que  par  le  signe  du  radical  ^  lequel  ne  se  trouve  plus 
dans  Téquation  dérivée  en  y  dont  nous  avons  fait  usage ,  il 
s'ensuit  que  la  même  formule  que  oious  venons  d'obtenir  ^ 
pourra  encore  s'appliquer  à  ce  développeinent.  Il  faut  seu-^ 
lement  remarquer  que  comme  les  premiers  termes  du  radi-* 

cal  v/  (p*— i)iontp— —  -f.  etc.,  le  premier  terme  dudé- 

ap 

veloppement  dont  il  s'agit,  sera  ^  ■  .^  ;  de  sorte  qu'ici  il  fau-. 

dra  prendre  m  négativement  ;  et  comme  l'équation  dérivée  en 
y  ne  contient  que  m^,  on  aura  nécessairement^  la  même  série 
en  y  changeant  seulement  m  en-»- m,  ce  qui  suit  d'aiileura 
aussi  de  ce  que 

{  P -•  V(P'~  0}"  =  {f  + 1/ (/>•-- 0}-": 

OB  aura  donc 

^  m(m  +  4y+5)  ^^p^_  _!_  ^^^. 

Si  maintenant  on  réunit  ces  deux  séries ,  on  aura  la  valeux^ 
de  %  cos  mon  \  donc 

5 
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-  "*  ('"-^H'^-S)  (,p)-«  4.  etc. 

C'est  le  développement  complet  de  s  cos  mx  en  pinssanee» 
dfe  cd'8  o;  y  pour  une  valeur  quelconque  de  m^ 

Si  inàinténàht  on  fait  ici  mrs  1  >  on  a 


co»  *  =  p - -^- ^ -^  -  etc. 

0ft  V<fiL  toit  ^  le^  deu^  séries  se  réduisent    au  premier 
terme  p. 

En  dônhànt  à  m  d'autres  Valeurs  entières  et  positives  quel-- 
cdnques,  on  trouvera  toujours  que  la  seconde  série  qui  con^ 
tient  les  puissances  négatives  de  p  >  servira  à  détruire  dans  la 
première  série  tous  les  termes  qui  contiendront  ces  même» 
puissances  ;  c'est  ce  qu'on  peut  démontrer  en  général  par  la 
loi  même  des  deux  séries  ;  de  sorte  que  le  résultat  se  réduira 
aux  seuls  termes  de  la  première  qui  contiennent  des  puissance» 
positives  de  p;  ce  qui  revient  à  ne  conserver  dans  cette  série 
que  les  termes  où  p  est  élevée  à  une  puissance  positive  ^  ou 
mille  ^  conmie  nous  lavons  trouvé  plus  haut  à  priori. 

Mais  lorsqu'on  donne  à  771  une  valeur  fractionnaire  quel« 
conque^  les  deux  séries  ne  se  détruisent  plus ,  et  leur  réunioa 
«st  nécessaire  pour  ayoir  la  valeur  complète  de  a  cos  mx^ 
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En  prenant  la  diiTérence  des  deux  série»  M  liêtt  de  leut 
somme ,  on  aurait  la  valeur  de  sin  mx  |/  ***•  i  ;  mais  sin  ma> 
serait  exprimé  de  cette  manière  par  des  séries  infinies  et  ima« 
ginaires.  Pour  avoir. une  expression  réelle^  il  suffit  de  consi-^^ 
dérer  que  la  fonction  dérivée  de  cos  mx  est  —  m  sin  m»  ^  et 
que  celle  de  p  est  "^q ,  puisque  / 

p=i=c08X^  etf=sinx; 

de  manière  qu'en  prenant  les  fonctions  dérivées  des  séries 
trouvées  pour  cos  mx,  on  aura  sur-le-champ^  en  changeant 
les  signes  et  divisant  par  ^m, 

sin  mx  =  {(ap)*""'  —  (m — a)  (fip)"^ 

,    (m— 3)(n»— 4)r    vH._e  1 

+  ^^ — 3£  (a|,)»-5_  etc.}  q 

—  ii^Plr^'  +  (m+ a)  (flp)-«-» 

,   (m+3)(m+4),    .   _  .  .  , 

+  a ^  (3p)-^+  etc.)  ^; 

Cette  expression  se  réduit  aussi  à  une  forme  finie^ ,  lorsqu» 
m  est  un  nombre  eidtier^  par  la  destmction  mutuelle  ctea  termes 
qui  contiendraient  des  puissances  négatives  de  p;  de  sorte 
que  m  étant  un  ùombre  positif  entier^  11  suffira  de  prendra 
dans  la  première  série  les  terme!  qui  contiendront  des 
puissances  positives  dep}  ce  qui  s'accorde  avec  la  formule  de 
la  table  {B). 

Lorsque  m  est  un  nombre  fractionnaire  ^  les  deux  séries  vont 
àriftfini^  et  jointes  ensemble,  elles  donnent  la  vraie  valeur 
de  sin  mx ,  développée  suivftut  les  puissaac^es  descendantes  de 
cos  X,  cûnmie  cela  a  lieu  poiir  ]A  valeur  de  cos  mtc. 

Euler  a  le  premier  reconnu  cette  espèce  d'imperfection  des 
formules  connues  des  tables  (^A)  et  {B)  ;  il  a  fait  voir  ^  par 
'une  analj^e  à-peu-près  semblable  à  celle  que  nous  venons  der 
A)aner,  que  ces  formules^  pour  être  générales  et 
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à  des  valeurs  quelconques  de  m,  doivent  être  eomplétées  pAP 
des  formules  semblables  où  l'exposant  m  est  négatif. 

J'ai  cru  devoir  entrer  dans  ce  détail  pour  Finstruction  de» 
jeunes  analystes^  et  surtout  pour  montrer  que  si  l'analyse pa- 
r^t  quelquefois  en  défaut^  c'est  toujours  faute  de  l'envisager 
d'une  manière  assez  étendue  et  de  la  traiter  avec  toute  I^ 
généralité  dont  elle  est  susceptible.  (Voyez  le  tome  IX  des 
iVbi/a  jiçta  de  l'académie  de  Pétersbourg.) 

Nous  venons  de  développer  les  expressions 

suivant  les  puissances  descendantes  de  p  ;  on  peut  de  même 
et  par  le  moyen  de  )a  même  équation  dérivée  en  y ,  les  dé- 
velopper suivant  les  puissances  ascendantes  de  p,  ce  qui 
nous  donnera  les  formules  des  tables  (C),  (P),  (jE)>  {F),  et 
pourra  même  servir  à  les  compléter  pour  toutes  les  valeurs 
de  m. 

Supposons  donc  en  général 

y:=:A+Bp  +  Cp*+  Dp^  +ctc. 

{Substituant  dans  la  même  équation ,  et  ordonnant  suivant 
les  puissances  de  p  ^  on  aura 

nv'A  +  2C 

-f  (rn^B  —  liî  +  fl.3Z>)p 

4-(m*Ç— flC  +  3.4£:~  aC)  p*  V— ^, 

4*(m*Z>  — SP4.4.5F  — flî3Z>)p'      "^    ' 

:+ (m^JE  — 4£-f  5.6G-^3.4£)  p^ 
etc. 

Egalant  donc  à  zéro  chacim  des  coefficiens  des  puîssaxiçei 
^epji  on  aura  ;i  en  réduisant  ^^ 
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(m*—  OiB-f  a.3Z>  =  o, 
(m»—  4)  0  +  3.4^  =  0, 
(m*— 9)J9  +  4.5F  =  o, 
(m»-.i6)£  +  5.6G=o, 
etc.  5 

doù  l'on    tire^  en  substituant  successivement   les    yoleuri 
précédentes  j 

^—  ^3:4         • 

â.3.4-5 

G——,  yy^"*  (ni^— ^4)  (m>~  16)  ^ 
'  â.3.4.5.6  * 

etc. 

Les  coelficienf  A  et  B  étant  restés  indéterminés ,  il  fau- 
dra les  déterminer  par  la  nature  de  la  fonction  y.  Or  il  est 
visible  qu'on  a 

A^y   et  B:=zy, 
en  faisant /y=Q.  Ainsi  ^  puisq[ae  la  fonction^ 'est  égale  à 

{p+(v^p*-i)}», 

nn  aura  d'abord,  en  faisant  p=o. 
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Ensuite  en  faisant  p=  o  dans  la  fonction  dérivée  y'  tronvé^ 
ci-dessus  ^  on  aura 

Substituant  donc  ces  valeurs  de  ^  et  jB  ^  on  aura  le  déve-* 
loppement  de  Texpression 

Pour  avoir  éeitti  de  Texpression 

il  n'y  aura  qu'à  prendre  le  radical  1/  (p*  —  i)  en  moins  ;  mai» 
comme  ce  radical  n'entre  plus  dans  l'équation  dérivée  en  y 
par  laquelle  nous  avons  déterminé  les  coefficiens  de  la  série  ^ 
il  s'ensuit  qu'on  aura  la  même  série  pour  cette  dernière  ex- 
pression que  pour  la  première^  aux  coefiiciens  ji  et  JS  près, 
qui  pourront  être  diiférens  ;  et  on  trouvera  ici  par  lé  même 
procédé, 

A  ==  (— V/—  !)"•  et  B  ±=:m(— l/—  i  )"»-'. 

Donc,  puisque  k somme  de  ces  deux  expressions  donne  la 
valeur  de  a  cos  mx ,  comme  on  l'a  vu  plus  haut ,  on  aura 
cette  valeur  en  substituant  dand  la  série  A  -{-  Bp-^  Cjf  -f'^^c-  > 
â  la  place  de  ^  et  ^ ,  la  somme  des  deux  valeurs  qu'on  vient 
de  trouver,  c^est-à-^lire ,  en  faisant 

^=(  i/— ir +(—  V—^T 

^  =  m(i/  — i)**-»-f  m(— i^— 1)"«-»; 

d'où  il  est  facile  de  voir  que  loorsqne  m  est  un  nombre  entier 
impair ,  on  aura  Az=zq,  B  z=:  dz  sm ,  et  lorsque  m  sera  pair, 
on  aura^  =  ±:fi,  £3=0. 

Mais  pour  avoir  les  valetin  é^  A  ^  B  dégi^êei  d'imdgi-^ 
naires  pour  toutes  les  valeurs  de  m ,  il  n*y  a  qu'à  employer 
la  formule  générale 
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(cosx  +  sinx  V — i)"'  =  cos7iix  +  sin7iij:  \/  —  i, 

et  y  supposer  x  égal  à  Tangle  droit,  car  alors  cos  x=o  et 
sin  X  =  1  ;  ainsi  en  adoptant  Tangle  droit  f>our  Tunité  des 
angles,  et  prenant  le  radical  l/— i  en  +  et  en  —,  on  aura 

(±:  |/'— i)'"=cos  Tuibsinm^ — i, 

et  les  valeurs  àià  A^\.  B  deyiendraient 

^=:  a  cos  m,  J?=aincos  (m— i). 

On  aura  donc  en  général,  pour  un  nombre  quelconque  m  » 


cos  mx 


=  ^-TP^+      a.3.4      ^ 
'i>.g.4.5.6 ^p'  +  etc.jcos 


m 


+1'"'' — 0"^^+  — ÏX41 — '^■^**^'  i  ^"~  '  ^' 

Tel  est  le  développement  complet  àe  cos  mx  en  série  as- 
cendante de  /)  ou  cos  X.  On  voit  que  lorsque  m  est  un  nombre 
entier,  il  ;!^  a  toujours  une  des  deux  séries  partielles  qui  se 
termine ,  et  que  Tautre  qui  irait  à  l'infini ,  disparaît  parce- 
qu'elle  se  trouve  toute  multipliée  par  un  coefficient  cos  w, 
ou  cos  (tu — 1) ,  qui  devient  nul.  On  a  alors  Tune  ou  l'autre 
des  tables  (C)  et  {E).  Mais  lorsque  m  est  une  fraction  quel- 
conque ,  les  deux  séries  vont  a  l'infini,  et  leur  réunion  est 
nécessaire  pour  avoir  la  valeur  complète  de  cos  nU7,  ce  que 
personne ,  ce  me  semble ,  n'avait  encore  observé. 

En  prenant  les  fonctions  dérivées,  comme  on  a  fait  plua 
haut ,  pour  déduire  la  valeur  de  sin  mx  de  celle  de  cos  mx  ^ 
on  aura  aussi ,  à  cause  de  p'  s^  --  ^2 


l^O  C  A  L  C  U   t 


un  mx 


^  a.3.4,5  P— etc.J^ 


cos  n» 


+ 


C  m»  — 1 


(m»— 0(m»— 9)   ,  î  ^  ^ 

+  ^ 5X4 ^P*— «te- 1  <7  CO8  (/»—  1) 

pour  le  développement  complet  de  an  mx,  quel  que  soit  m; 
où  Ton  voit  que  lorsque  m  est  un  nombre  entier  ^  on  a  les  for- 
mules des  tables  (/>)  et  (F). 

Il  nous  reste  à  considérer  encore  les  développemens  de 
cos  mx  et  sin  mx ,  suivant  les  puissances  ascendantes  dé  q  « 
conformément  aux  tables  (G),  (^)>  (/^9  (^)- 

Pour  cela  nous  remarquerons  d*abord  qu'en  faisant  tin  x  =</« 
on  a  cos  x=:  1/(1^-^^)4  et  les  expressions  générales  de 
cos  mx  et  sin  mx  deviennent 

a  cos  ma:  ={v^(i — 9*)  +  gV^— i}"* 
asinmop»/— i={l/(i— 9*)+9>^— »}"• 

Il  ne  s'agit  donc  que  de  développer  les  formules 

en  puissances  ascendantes  de  q. 
Faisons 

on  aura ,  en  prenant  les  fonctions  dérivées  par  riq^port  à  ç.; 
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Divisant  cette  éqaatioa  par  l'équation  primitive,  on  a 

a'        m  1/ — I 


multipliant  en  croix  et  quarrant ,  on  aura 

--:  x'»(i— 90  =  — ^***- 

Prenant  de  nouveau  les  fonctions  dérivées  et  divisant  par  az'^ 
on  obtiendra  cette  équation  du  second  ordre  en  s^ 

jî»*»  —  qz!  —  (9*— 1)  a*  =  o, 

qui  est,   comme  l'on  voit,  entièrement  semblable  à  l'équa- 
tion en  y  et  p  trouvée  plus  haut. 

Ainsi^  .en  supposant 

»:=zji^Bq+  Cq^+Dq^  +  etc  / 

on  trouvera  les  mêmes  valeurs  des  coei&ciens;  mais  comme 
.  les  deux  premiers  AetB  demeurent  indéterminés ,  ils  pour- 
ront être  différena  à  raison  de  la  diversité  des  fonctions^  et  z 
en  p  et  en  q. 

Pour  trouver  ici  ces  deux  coefficiens,  ce  qu'il  y  a  de  plus 
ttmple,  c'est    de  chercher  par  le  développement  actuel  les 
'  deux  premiers  termes  de  la  série.   Or  ,  puisque  ^(1  .^^•) 
'  donne 


i4a 
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il  cstVident  que  Ici  deux  premiers  termes  do 


sont  1  +  lîM/l/— 1  ;  ainsi  on  aura 

Le  déyeloppement  de 

{1/(1-9*) -91^-0 


m 


sera  le  même  en  changeant  seulement  l/—  1  en  — |/— 1  ; 
ainsi  on  aura  relativement  à  ce  développement 

^=1  et  J=— m  J/— 1. 

Donc  pour  avoir  la  sçmme  des  deux  déyeloppemens,  il  n  y 
aura  qu'à  prendre  pour  A  et  pour  B  la  somme  des  deux  va- 
leurs correspondantes,  ce  qui  donne  ^=xa,  ^==0. 

Et  pour  avoir  la  différence  des  mêmes  développemens ,  ou 
prendra  la  différence  des  valeurs  correspondantes  de  >^  et  ^^ 
ce  qui  donnera 

^  =  0,       jB=:27îi  V^— 1- 

Ffflsant  ces  substitutions,  on  aura  donc,  en  divisant  para 
et  par  a  v/—  1 , 

cosma:=i^-9*+-j3^9^ -,.3.4.5.$       '  +'^'- 

.in mx^mç 4^- ^  '♦^ ^3^5 '^      '*'* 
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Ces  formules  sont,  comme  Von  voit,  les  mêmes  que  celles 
des  tables  (/)  et  (ff)  ;  mais  par  la  manière  dont  nous  yenoai 
de   les  trouver  9  on  voit  en  même  temps  qu  elles  sont  générales 
pour  des  valeurs  quelconques  de  m.  Cependant,  comme  la  pre* 
mière  ne  se  termine  que  lorsque  m  est  un  nombre  entier  pair , 
et  que  la  seconde  ne  se  termine  que  lorsque  m  est  un  nombre 
entier  impair ,  elles  ne  peuvent  servir  pour  la  section  des  angles 
que  dans  ces  cas  ;  mais  on  peut,  en  prenant  les  fonctions  dérivées» 
comme  nous  Tavoiis  fait  ci-dessus ,  déduire  de  ces  mêmes  for- 
mules  d'autres  formules  qui  se  termineront  justement  dans  les 
cas  où  celles-ci  vont  à  Tinfini.  Pour  cela ,  on  se  rappellera  que 
les  fonctions  dérivées  de  cos  mx  et  sinmxsont— msin  nue  et 
m  cos  mx,  et  que  celles  dep  etq  sont  — q  et  p  ;  de  sorte  que  les 
deux  équations  fourniront ,  par  la  dérivation ,  ces  deux-ci  : 

-Py^-^       a.3      ^+        fl.3.4.5 9*+«*^.f 

=p{^ r-'  + ..5.4       ^r'+'H' 

qui  répondent,  comme  Ton  voit,  aux  formules  des  tables  {Ky 
et  (G) ,  et  qui  sont  parconséquent  aussi  générales  pour  detr 
valeurs  quelconques  de  m.  Ainsi  toutes  les  formules  de  ces 
différentes  tables,  sont  démontrées  d^une  manière  générale. 

Le  théorème  de  Cotes  est  si  intimement  lié  à  la  théo- 
rie des  sections  angulaires,  que  nous  ne  pouvons  nous  dis- 
penser d'en  dire  un  mot  ici. 

On  ignore  comment  Cotes  Ta  trouvé,  et  on  en  a  donné 
après  sa  mort  différentes  démonstrations  plus  ou  moins  simples^ 
et  même  plus  ou  moins  rigoureuses.  Sans  avoir  recours  aux 
expressions  imaginaires  comme  on  le  fait  communément,  on 
peut  le  déduire  directement  des  formules  même  données  par" 
jTïete,  que  nous  avons  rapportées  dans  la  table  (y^;  et  il 
est  vraisemblable  que  c'est  ainsi  que  Cotes  j  est  parvenu. 

^n  effet ,  si  on  multiplie  cet  formules  par  a  et  qu'on  y  ^p-* 


Minmx 


cosmj; 


•  ( 
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pose  p  s:  y  -|-  *-  j  elles  se  rédiûsent  à  cette  forme  8impl< 

a  cos  ix=y  +-, 
û  cos  aaî=y+ -;, 
a  cos  3x=i:y +  Ç5> 

ù  cos  4^=J^+ r;, 
etc.  ; 

d*oii  il  est  facile  de  conclure  en  général 


a  cos  nixz=^y^'^'^' 


Pour  se  convaincre  d*ime  manière  plus  directe  de  la  gé-^- 
néralité  de  cette  formule ,  il  suffit  de  considérer  que  si  dans 
l'équation 

acosxcosiiuc=co8(m— i)x  +  cos(/n+0  ^> 

on  fait 

atosx=y  +  ', 

et  qu'on  suppose  que  deux  termes  consécutife  àcos(iffr— i)  jc, 
et  a  cos  mx  soient  de  la  forme 

elle  donnera 


a  oos 


Ainsi 
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Ainsi  ^  pourvu  que  .ks  deux  premier!   termes  ^âî^os  ox  ôV 

aKïos  X  soient  ^e  k  formé  ^"*+  -^,  en  faisant  m=o  et  m=i, 

<  •        .   Jf 

ce   qui  e^t  en  effet  ^  tous  les  autres  seront  nécessairement  de^ 

la  même  forme.  . 

Maintenant  les  deux  équations 

fl  cos  x  =^  ■+■'  -     et     2  C08  mx  =J^"*  H — ;; 

■  y  .  y      •     '    ^ 

donnent   ces  dcux-ci  : 

^  _  ay  cos  X  + 1  =  o*^*"*- — ^,  ay**'  cos'"  ar  -f"  ^  =<^ 

qui  doivent  donc  avoir  lieu  en  même    tems  ;   parconséquent 
il  faut  qu'elles  jai^nt' une  racine- commune. 

Ce  dernier  théorème  à  été  donné  par  Mowre,  sans  démons- 
tration dans  les  TroMsactions^^  philosophiques  de  lyâa ,  année 
où  a  paru  VHarmonia  tnéhsurarum  de  Cotes  qui  était  mort 
six  ans  auparavant..  -  '  > 

Soit  maintenant  a  la  racine  )6ommune  à  ces  deux  équa- 
tions ;  comme  elles  demeurent  les  mêmes  en  y  changeant  jr  en 

»,  il  s'ensuit  que  --«ifiera  âncbre  une- racine  commune  aux  mêmes 

y  *    /^;\    ,     .  ^ 

équations  *,  mais  l'équation  y*  —  a  cos  x  +  i  =  o  n'étant  que 

du  eecoud  degré^  ne  peut  avoir  que  les  deux  racines  a  et  -;' 

donc   cette  équation  a  toutes    ses  racines    communes  avec, 
j^a»  —  oym  cQg  jju^  ^  1=0;  parconséquent  elle   est  néces^ 
sairemttUt  uii  diti^eur  dé  celle-ci: 
Soit 

•  :  L  c  :         ràx^-rt:  4>,  doïlc  x'='= — : 

m 

il  suit    de  ce  qu'on  vient  de  démontrer  que  la  formule 
a^ûr  diviseur  ëéHe-ci 


y*^.aycof  —  ,+  i; 


K 


1 
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m  étant  va.  nombre  opidbonque  enttet.     . 

Or.  si  c  est  la  circonféreoce  ou  l'angle  de  quatre  droita  ; 
on  sait  quç  cos  9 = cos  (ip-^-nc) ,  n  étant  un  nombre  quelconque 
«ïtier  ;  ainsi  en  mettant  '^  ^^  ne  k  la,  place  de  <p ,  et  faisant 
successivement  1»  =  o,  1 ,  2,  etc.  m  —  1  ^  on  en  conclura  qu« 

la  formule 

î  y*"*  —  fly"*  eos  ç  -{;*  i 

a  pour  diviseur  les  m  formules  suivantes  : 

r  y*  —  a  cos  ^^  y  -*!-  1 

(^  c  \         . 

m        m/  '^ 


Mu  il 


i^tP- 


'  De  sorte  qu^  coniim<ê  ces  diviseurs  sont  tous  dîfférens  entr'eux 
et^'ils  sont  au.  npn^hrt  d^.iVty  la  fomule  ^en  queistion  du 
AT»^"*'  degré ,  ne  peut  être  que  le  produit  de  ces  m  &rmule» 
dû  second  degré. 

Le  théorème  de  Cotes  nest,  comape  1'^^  sait»  qn'iin  ca« 
particulier  de  ce  théorème    général ,  lorsqu'on  y  fait  ^=.0 

c       ' 

ou  ^:=s  -y  ce  qui  donne  cos  9  £=zt  i ,  et. réduit  la  formula 
générale  à  .     .  ....  .;     - 

Le  théorème  général  est  dû  à  Moisnre.^^ifsomme  on  le  voit 
par  ces  Miscellanea  analytica. 
Jusqu'ici  nous  avons  dfvelop^  Im  cosi^nus  et  les  sinus  det 


ftnglèB  multiple»  efifij^uis^^uce^  des  cosinus*  ^^:^  ^iws  c|e 
i*angle  simjtk;  Ofi  peut  ch^rpfeeFJ^iBroçgexifent  .^l  4fYel(Ç)per 
les  puissances  des  cosinus  ou  sinus  de  Tangle  simple  en  cosinus 
ou  sinus  des  ahgiè*s~inultiple9/ét  éetté  traii^&rfaiatio& /qui  est 
toujours  pos^bte^ëst  Un  de^  pki^  îgfan4a  avantages.  4!^  ïiàlrr 
gprithme  des  sinus  et  cosinus ,  par  la  facilité  qu'elle  donno 
'de  passer  ^es  fonctions 'prihiîiivl?  aux' fànctioift  arrivées ^  et 
de  revenir  dé  cêftes-ci  aux!  prftfiîtîv^*' " "^  ^  •  •  '   '   "»     -  i 

Noi^  pourrions  la  déduire  deajjÇoiittiu^e^-tipijkvétif  f^ndâssus^ 
mais  n^us  aimons  mieux  la  cherchst  4ir6Ct§meatp4r.le  nipyeii 
des  fonctions  dér(vées^>(poiir  «dofilo^.iia  ncHiyel  ^xç^ple  da 
leur  us|Lge T  ^am^ular-ftfan^forxti^tiocL  _^e&^,{qi^£5^o^,  .^ ^ .       •_ 

Cônfidérons  la*  puissance  cos^lc,  et  sïippôsdn» 'Cette  fonction 
de  X  égale  ày,  nous  aurons  ainsi 

et  prenant  les  fonctions  dérivées  pai^  rapport  à  jô  ',  il  viendra 

y  = —  m  cos"*"'  x  sin  x; 

cette  éqpdtien^.  <^Ws4e  \^3f.  la  4>f'écéfdq;pte  >  ^^nne 

d*où  l'on  tire  en  réduisant 

^nlfïinx'+ycôsx't=:ào\     "  '  ^     . 

équation  dérivée    du  premier    ordre ,   qui   a  l'avantage    de 
xie  plus,  contenir  ^â  puissance^  ixidéterminée  de  cosx. 


Supposons  maintens^it ,  en  "général, 

y=zA  cosnoi'^S  èos  {]fr*J**4;)-af  ■+--C  Cos  (  it  -—  «2  )  Ji 

-j-  D  cos  (  »  —  3  )  x-^  etc.  ; 


\ 


les  coefEdèm'  A  i  B  ,  'C;   etc.  étaat  indétmfk^âés  ainsi  que 
n.  L*équàtion  précédente  deviendra  par  cette  5id>stitatioa 


'•  ■'  -1  - 


m{^uiçosnx rf- Bcos  (/i*— 1)0?  +  Ccm (/i— a)  x  -f- etc . }  sin x 

.  «atoir ,  :f4i,  développant  les  ^.produits  des  smus-  et  cosinus, 
et  ordonnant  les  termoA^suiyantles^, sinus  multiples: 


Q. 


^\jnB — (n — i^B'jsihna:   •-•'•.  [-".is»  •   '    -  "    , 
+  [/7iC^m>rf— ^(n-»-ii)(>^>i^si^(7ï*-N,i)jf^  ..  ^ 

4-  \jnD—mB'^n^5)I>—{n—î  )i3gsin{  (nr-^x 
+  Qn^^-^/uC— (71^4)  JE— (n-2)  (TJsin,  (n— 3)0: , . 
+  etc. 

Égalant  donc  à  zéro  chacun  de  çoeificiens  de  ces  différens 
.  termes  L  on  aura 

(m  —  ii)-^  =  o, 

».*...        .-,»».       .... 

(ni  — n-f.3)Z)  — (m  +  u  — 1)^  =  0^ 
(tu  —  «4-4)  i5;>^"(7n  +  />  —  a)  C=o^ 

etc. 


'     i    '.; 


La  première  donne, d'abord  n  r=  7^,  et  substituant  cette 
Taleur,  les  autres  deviennent  ' 

[^,  aC  — am,>^=.o 

ttc.-,  (^  c  .-  •  •         :.-.  -^ 
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-  Ainsi  le  premier  coei&ciezity^  .demeure  indéterminé  ;  en6uit« 
on  a 

22 

E=  'J!t=l  c 


donc 


F-  —g—D, 

etc.  : 


B=20,  Z>=3o,  F=o,  etc. 


Ensuite, 


Cr=zmA 
^_m(m—i)  ^       I 

^       m(77i— 0  (m— a)    . 

etc. 
On  a  donc  en  général ,  quel  que  soit  l'exposant  ni , 


cos"* 


x=AI  cos/nx-f-mcos(m-fl)x+  —         ■  co8(m-4)^+Ptc.  > 

.  Il  reste  à  déterminer  le  coefllcient  A',  pour  cela  suppor 
tant  x=:o>  on  obtient 

i=:A  îi  +  m-l — ^ ^H i: ^i i  +etc.  > 

l  a         '  a. 3  *  j 

d'où  Ton  tire 


j5a  '  Calcul- 

On  ne  peut  parvenir  gîte  d'une  seule  manière  à  l'équatiois 
du  premier  ordre  qui  résulte  de  T  équation  primitive  et  àh 
son  équation  dérivée  par  Télimination  d'une  constante  donnée  ; 
mais  on  peut  parvenir  de  ,deux  manières  différentes  à 
l'équation  du  second  ordre  déduite  de  la  primitive  et  de 
ses  deux  premières  dérivées  par  l'élimination  de  deux  cons- 
tantes données;  et  ce  double  point  de  vue  donne  lieu  à  des 
conséquences  importantes  relatives  a   ce  genre  d'équations. 

Au  lieu  d'éliminer  à-la- fois  les  deux  constantes  par  le 
.moyen  des  trois  équations  dont  il  s'agit  »  on  peut  n'éliminer 
d*abord  que  l'une  ou  l'autre  de  ces  constantes,  à  l'aide  de 
l'équation  primitive  ,  et  de  sa  dérivée  ;  on  aura  ainsi  deux 
équations  différentes  du  premier  ordre  ,  dont  Tune  ne  con^ 
tiendra  que  l'une  des  deux  constantes  ,  et  dont  l'autre  ne 
contiendra  que  l'autre  constante.  Maintenant,  en  combinant 
chacune  de  ces  équations  avec  sa  dérivée,  on  pourra  aussi 
en  éliminer  la  constante  qui  y  était  restée,  et  on  aura  deux 
équations  du  second  ordre  sans  les  deux  constantes ,  lesquelles 
devront  être  équivalentes  entr'elles  et  ^vec  l'équation  qui 
résulte  de  l'élimination  simultanée   des  deux  constantes. 

En  eflFet ,  chacune  de  ces  équatiocs.  donnera  la  valeur  de 
la  fonction  seconde  de  la  variable  qu'on  regarde  comme 
fonction  de  l'autre ,  valeur  qui  sera  exprimée  par  la  fonction 
prime  de  la  même  variable ,  et  par  les  deux  variables  mêmes 
sans  les  deux  constantes  qui  entraient  dans  l'équation  pri- 
mitive ;  et  il  est  facile  de  se  convaincre  que  cette  valeur 
est  unique  et  déterminée ,  de  quelque  manière  qu'on  y  par- 
vienne ,  puisque  les  fonctions  dérivées  d'une  fonction  donnée» 
éoit  explicite  ou  non ,  sont  uniques,  et  d^t^^^^i^^^^s  ,  et  quç 
les  résultats  de  l'élimination  sont  aussi  toujours  déterminés. 

^     On  doit  conclure  de-là  qu'une  équation  du  second  ordrei 
«peut  être  dérivée  de  deux  équations  différentes  du  premier 
/ij^dre;  renfermant  chacune  une  ^cou^t^n te  arbitraire  de  plus> 
et  que  ces    équations  seront  parconséquent;  deu^  éqmXxan& 
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primitives  de  la  même  équation  du  second  ordre ,  mais 
primitives  du  premier  ordre ,  pour  les  distinguer  de  Téquatioii 
primitive  absolue   d*où  celles-ci  sont  censées  dérivées. 

Enfin  on  peut  étendre  aux  équations  des  ordres  supérieurs 
au  second ,  le  raisonnement  Xpie  nous  venons  de  faire  sui* 
celles  de  cet  ordre ,  et  on  en  conclura  de  la  même  manière 
qu'une  équation  du  troisième  ordre  peut  être  dérivée  de 
trois  équations  différentes  du  second  ordre ,  et  qu'alors  elle 
peut  avoir  trois  équations  primitives  de  cet  ordre  ;  et  ainsi 
de   suite. 

Nous  allons  éclaircir  et  confirmer  cette  théorie  générale 
par   quelques  exemples. 

Soit  Téquation  de  premier  degré 

en  regardant  y  comme  fonction    de    a?  et   en  prenant  les 
fonctions  dérivées^  on  aura 

y  +  û  =  o. 

En  éliminant  a  au  moyen  de  ces  deux  équations  ^  on  obtiendra 
ï*  équation  du  prenûer  ordre 

dont  l'équation  primitive  sera 

y  -^  ax  ^  6=  o, 

a  étant  la  constante  arbitraire. 
.Si la  constante  b  dépendait  de  la  constante  a,  par  exemple  si 

alors  en  éliminant  a,  c'ést-a-diré ,  en  substituant  — y  pour  a, 
x)pi  aurait  Féquation  du  premier  ordre  ^ 

,c_jr.-:^/ +/'  =  '''.    -    ^ 


l54  C  A  L  C  U  t 

et  réquation  primitiTe  de  celle-ci  serait 

a  étant  la  constante  arbitraire. 

{Supposons 

i=ci/(a  +  a^), 

on  aura  l'équation  du  premier  ordre 

dont  l*équation  primitive  sera 

^  +  ar  +  <Jv/(i  +  a*), 

où  a  est  la  constante  arbitraire. 
Soit  encore  l'équation 


êa  dérivée  sera 


X  '^ay^  =  G 


équation  du  premier  ordre  dont  la  proposée  est  réqoatioK 
primitive  y  et  où  b  sera  la  constante  arbitraire* 

Mais  si  Ton  veut  que  la  constante  arbitraire  soit  a^  sdor% 
S  faudra  éliminer  a;  or  Téquation  dérivée  donne 


û=-7; 


a: 

y 

donc  substituant  cette  valeur  dans  la  proposée  ^  efle  donnera 


OU  bien 


(*»— i  )y  —  ax»?*  — V  =  o, 
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éCoù  Ton  tire 

équation  du  •preiuier  ordre  dont  la  primitive  sera 

cc^  —  Qay  —  a*  —  i  ::=  O , 

o  étant  la  constante  arbitraire. 

Si  on  voulait  éliminer  à-la-foÎ8  a  'et. h  y  il  faudrait  en» 
ployer  les  fonctions  secondes.  Ainsi ,  puisqu'on  a  déjà  trouvé 
l'équation  du  premier  ordrb 

X  —  ai/  ^=:  O 

où  &  ne  9ë  trcnîT)»  pltM^  il  n';^  «ur^  qua  former  réqiiatiom 
dérivée  de  celle-ci,  laquelle  sera 

X  —  oy*  =  o  , 

d'où  l'on  tire  ' 


k  9 


1 

7*    ■ 


et  cette  valeur  substituée  daps  la  précédente ,  donnera 


« 

équation  du  second  ordre  dont  ré^uatiCMn- 

sera  la  primitive  absolue ,  a  ^  b  étant  le|^  deux  cdnytantai 
arbitraires. 

On  parvîendraît  à  la  hiême  équàtibh  en  Taâstot  di^atdîttV 
b  de  réquation  du  premier  ordre  ^ 

y  t^  <  5:*  +  / — A  )  —  ^ — « = o 

tronréè  plus  haut  ;  car  en  (»°enant  lei  foQC^ona  aènvéeV  ^ 
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on  aura 

en  éliminant  6  au  moyen  de  la  précédente ,  il  viendra 

•avoir,  comme  on  l'a  vu  pins  haut^ 

*^^—  1  =  o,  ou /a:  —y  œ  o. 

• 

On  voit  aussi  que  cette  même  équation  du  second  oidre 
a  deux  équations  primitives  du  premiet  ordres ,  savoir  : 

X  —  a/ =oety  V/ (  a:» +j^»  —  i  )  — ^y' —  a:  =  o, 

ou  a  et  b  sont  les  deux  constantes  arbitraires  ;  et  ces  deux-ci  ;; 
par  Télimination  de  la  fonction  dérivée^ ,  donneront  l'équation 
primitive  absolue  entre  x  ét^, 


savoir, 

1/  (x*+y»  —  i)~j^  — fl=:o, 

« 

«t  en  faisant  disparaître  te  radical    •         >      ♦ 

aï*  —  Qay  -—  a*  —  ft  as  o , 

qui  est  la  même  dont  nous  sommes  partis. 

•En  éliminant  ainsi  les  constantes  qu'on  veut  faire  disparaître^ 
qn:  tombe  souvent,  ..comme  on  le  voit,  dans  des  équations, 
où  la  plus  haute  fonction  dérivée  est  élevée  à. des  puissances; 
.et  ce  n'est  que  par  la  résolution  qu'on  peut  avoir  la  valeur 
de  cette  fonction  des  variables  et  des  fouctioAs  dérivées  d'un 
ordre  moindre. 


%•*•■■'  •         ♦  -t.K. 
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On  peut  cependant  patvenir  directement  à  nné  ^  équatioh 

dérivée  où  la  plnai  haute  fonction  dérivée  ne  .se  trouve  qu'au 

premier  degré  \  pour  cela  il  n'y  a  qu*à  préparer  l'équation 

*  primitive,  de*  mauière  que  la  constante  arbitraire  qu'on  veitf 

faire  disparaître  s'en  aille  d'elle-jhême  en  prenant  la: fonction 

dérivée  de  chacun  de  ses  termes;  ce  qui  arrive  lorsque  cette 

conâtante.  est  dégagée  des  variables^  et  forme  elle  seule  un 

des  termes  de  T équation  ;   car  alors  la  fonction  dérivée   de 

ce    terme  étant  nulle  ,  l'équation  dérivée  se  trouvera  natu-» 

rellement  délivrée  de  la  constante/  et  la  plus  haute' fonction 

dérivée  y  sera  nécessairement  à  la  première  dimension;  car, 

comme  on  l'a  vu  dans  la  leçon  YI ,  en  prenant  la  fonction 

^dérivée  d'une:  fonction  de  plusietirâi  variables ,  chaque  variabl^ 

ne  peut  donner,  que  des  termes .  multipliés  par  ^  fopctiofi 

dérivée  de  la  même  variable. 

Or  il  est  évident  que  cette  préparation  ne  demande  quo 
de  résoudre  l'équation  primitive ,  en  regardant  la  constanto 
^u'dn  veut  éliminer  comme  l'ittc^âfânue  de  l'équation^.  Ainsi 
ou  peut  obtenir  p^r  œ  moyen  le  même  résultat  qu'on  aurait 
par  la  résolution  de  l'équation  dérivée  ^  par  rapport  à  I4 
plus  haute  fonction  dérivée. 

Dans  le  second  exeiiiple  où   Fêquation  primitive   était 

J  mf  ''       ■i  •   **        •  <  ,  '  ■  •  » 

nous  avons  trouvé  l'équation  dérivée 

Jaquelledon^e^J,par.  la  résolution,.    ,    • 

Mais  si  nous  avions  d'abord  résolu  l'équation  par  rapport  i 
la  constante  a.  nous  eussions. eu        ,    '" 

2a  =  — x-f- i/(x»  — 4^), 
^a  dérfvée.ser^t ,. 


a;— a/ 


4y) 


^ 
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«avoir ,  e^  ttiuJtipUaj»t  par  V  iJi^r^Ay\r 

'équation  qui  eoïtûtidd  avec  la  précédaite,  à  canae  de  Xi 
biguité  du  signe  du  radicaL 

On  peut  de  la  même  ni^nière  faire  dfisparaître  successive-^ 
)nent  plusieurs  constantes  en  préparant  toujpurs  Téquatioa  > 
ensorte  que  la  constante  à  éliminer  spit  d^zà^ée  de»  variables. 

i    Ainsi  r«qMtion  prim^ive 


•   I  •  >    »  1 


Contenant  la  constante  b  isolée  dans  ttn  isevl  terme  ,  donne 
tout  ^e  suite  l'éqaation  du  premier  ordre  sans  b^ 


•  aî-«-ijy'=^  o; 


iensmtefen.dégageaot  <a^ /M»  a  a^s^-^i   j^iep^t  Ui  ^9Ct^ 
dérivée  de  chacun  des  deux  membres,  ofi  'oBtient 


••       •  »      ly 


1         xy"         ■-  "  .i^'-'  •• 

équation  qui,  multipliée  par  y*,  devient 

,      ■ .  t.      .  j . .       '  , 

•  I.      -   I        .  M •    i  1      ;     . 
/  //  

y  — ^  =o# 

comme  plus  haut.  '"   ' 

En  commençantrélimination  par  la  donôfàiitc^ô  ;  nous  ivibflf 
trouvé  réquation  da  premi^  ordre. 


y       ^ *  y-   . 

comme  la  constante  b  y  est  dégagée  dès  variables^  il  n'y  a 
qu'à  prendre  la  fonction  dérivée  de  chaque  nterme  -pour  avoir 
tout  de  suite  Téquation  du  second  <Hidrt  eaus  a  ni  6. 
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On  a  ainsi 

Cette  éqnatîoB  se  rédTiit  à  «ette  fonne , 

(f-)(^7=)=°- 

Comme  le  facteur  i-,  -f-  -tz  ûe  renferme    que  la  fonction 

y    y       ^ 

prime  y  ,  il  ne  peut  donner  une  équation  du  second  ordre  ; 
ainsi  c*est  Vautre  facteur  ^^  -«*-  a  ^u'il  faut  employer  »   et 
on  a 


commie  ci-^essns,        . 

Nous  verrons  plus  bas,  lorsquU^era,qacation  des  équatioxit 
primitives  singulières ,  Tusage.  d^  prçmier  facteur. 

Ce  peu  d'exemples  que  j'ai  éhôi^iâ'^armî  lés  plus  simple»/ 
suffit  pour  montrer  comment  les  équations  dérivées  se  forment 
des  équations  primitives  ,  par  l'évanoluissement  des^constantes. 
On  voit  que\  pour  une  équation  primitive  donnée  ,  il  est 
tpu)ours  possible  de  trouver  une  éguation  dérivée  .  qui  ren-^, 
ferme  agitant  de  constantes  <[e  moins  qu'il  y  aura  d'unité» 
dans  l'ordre  de  cette  équation,  et  que  de  quelque  maniera 
qu'on  parvienne  à  cette  équation  ,  et  sous  quelque  forma 
qu'elle  se  présente  ,  elle  sera  '"toujours  essentiellement  1^ 
même.  Ainsi  le  problême  de  trouver  l'équation  dérivée  d'una 
primitive  doainée,  est  résolu  dans  toute  sa  généralité.  Notas 
aUons  considérer  maintenant  le  problême  inverse /.qui  x:onaisto 
i  remonter  des  équations  dérivées  aux  primitives. 


.'i. 
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Puisque  dans  les  équations  à  deux  variables,  \xnt  équatfoii 
du  premier  ordre  peut  renfermer  une  constante  de  moins 
que  r  équation  primitive  ,  une  équation  dti  second  ordre  peut 
renfermer  deux  constantes  de  moins  que  Téquation  pri- 
mitive ,  et  ainsi  de  suite  ^  il  s'ensuit  réciproquement  ^ue 
réquation  primitive  peut  contenir  une  constante  de  plus  qu'un 
équation  du  premier  ôrdj'e,  deux  constates  de  plus  qu'une 
équation  du  second  ordi'e ,  et  ainû  de  suite ,  constantes  qui 
seront  pajrconséquent  arbitraires  :  et  on  voit  en  même  temps 
gu-ellee  ne  sauraient  en  contenir  dav^tage  ,  puisqu'on  sue 
pourrait  les  faire  disparaître  toutes  par  le  moyen  des  équa- 
tions dérivées. 

-   Cette  proposition  étant  id'ime  grande  importance  «dans  la- 
théorie    des   fonctions  dérivées  ,    et  n'ayant  pas  encore   été 
démontrée  d'une  manière  tout-à-fait  rigoureuse,  nous  croyons 
devoir  en  donner  une^taonstràtion  direete^  tirée  de  l'exprès-  x 
sion  générale  de  la  fonction  primitive. 

Si  y  est  une  fonction  quelconque  de  ^r,- et  qu'on  dénot» 
pary",  y®',  y®",  y^  etc.  les  valeurs  Aey  et  de  ses  fonctions  dé- 
rivées y  ,  y  y  y"  etb.  qni'répomlent  à  x==:o/  et  qui 
sont  parconsécfuent  côiistântetf;  on  aura^  par  ce  que  nouk 
ayons,  démontré  à  la  fia  de  la  leçon  IX,     . 

•  '         ■  •  ■  * 

jy=:y+yx\+y>*~4-^^.^-^4-etc.; 

et  si  on   veut  arrêter  la  èérie  au  terme  n'"*',  alors  on  aura 

•  •  « 

]^s  liihites  du  reste  ^ed  siibstituant  dans  le  terme  suivant 


•  ^ 


à  la  place  de  ^•^"^  la  plus  gèande  et  la  plus  petite  valeur 
de  y^«^  depuis  a:  x=o  jusqu'à 'la  grandeux  qu'on  veut  attri- 
buer à  a?.  .  . 

Maintenant 
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•  Maifitënant  ai  la  valeur  de  y  est  donnée  par  une  équation 
^u  premier  ordre  ^  entre  x ,  y  et  y' ,  on  aura  par  cette 
éqaaJdon  la  valeur  de  y  en  x  et  y  ^  et  de  là  on  ^^avfra , 
en  prenant  les  fonctions  dérivées,  une  équation  du  second 
ordre  eh  x  y  y,  y  et  y  ,  ensuite  line  équation  du  troisième 
ordre  entre  ^  >y  >  y  i  y  ^^  y"  >  ^^  ^^^  ^®  suite  ;  de  sorte 
^'en  substituant  successivement  dans  ces  équations  les  valeurs 
de  y  >  y"  y  y  ctc;  données  par  les  équations  précédentes  ^ 
on  dura,  en  dernière  analyiie^  les  v^eurs  de  y^y^  y" y  etc. 
exprimées  en  a;  et  ^.  Or  en  faisant  x:=zo ,  les  quantités 
y  i  y  i  y  eto.  se  changeront  en  y^  ^y^  ,  y^  etc.  ;  ainsi  on 
aura  les  valeurs  de  y^,  y"  etc.j  exprimées  en  ^**  qui  de^ 
meurera  indéterminée. 

De  même,  si  on  n'a  pour  la  détermination  de  y  y  qu'un» 
équation  dii  second  ordre  entre  x,  y  y  y  et  y  y  on  en  tirera 
successivement  des  équations  des  ordres  supérieurs  entre  x^ 
y>i  y  f  yi"  >  entre  X,  y  ,  / ,  /,  fy  y'\  et  ainsi  de 
suite,  çt  par  les  substitutions  successives  des  valeurs  dd 
y  y  y*  y  etc. ,  donnée»  par  les  équations  précédentes ,  on  aÀra 
cri  dernière  analyse,  yi  y  ^  été,  ^  données  en  x  y  y  et  y  4 
âc'  sorte  qu'en  faisant  a:=  o,  on  aura  les  valeurs  jde  y"^ 
y  etc.  y  exprimées  en^**  et  y^y  ces  deux  qùautitéd  demeurant 
ittdéteniiinéës  ;   et  ainsi  de  suite. 

Donc  enfin ,  faisant  ces  substitutions  dans  l'expression  ^k^ 
hérale  de  j^  en  o^,  il  est  clair  qu'il  restera  dans  cette  ex- 
preesién  une  indéterminée  constante  y ,  lorsque  la  £onotioii 
y  sera  donnée  par  une  équation  du  premier  ordre ,  qu-il  y 
restera  deux  constantes  indéterininées  y®  ^  y^  y  lorsque  ji^ 
l^e  ^era  donnée  que  par  une  équation  du  second  ordre  , 
qu'il  y  en  restera  -trms  y  savoir ,  y,  y"^  et  y'^y  lorsque  y 
èera  donnée  par  une  équation  du  premier    ordre  ;  et  ainsi 

de  suite. 

t>onc ,  en  général  j  l'expresWon  de  jr  en  x ,  renfermera  autant 
de  constantes  indéterminées  qu'il  y*  aura  d'unités  dans 
fexposant  de  l'onlce  de  l'équation  qui  détenninela  j^x^tioQj^; 

L 
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et  quoique  cette  conclusion  soit  fondée  ici  sur  la  tbéorie  de» 
eéries  ,  il  n'est  pas   difficile  de  se  convaincre  qu'elle    doie 
avoir  lieu  généralement ,  quelle  que  soit  l'expression  de  ^, 
puisqu'on  peut  toujours  regarder  une  expression  en  série  , 
comme  le  développement  d'une  expression  finie. 

Dans  l'analyse  précédente  ^  on  voit  que  les  constantes  ar- 
bitraire» sont  toujours  les  valeurs  de  j^,  y ,  y,  etc.  ,  qui 
répondent  à  x=o,  au  lieu  qu'en  envisageant ,  comme  nou# 
l'avons  fait  plus  haut^  les  équations  dérivées  comme  le  résultat 
de  r  élimination  des  constantes  y  ces  constantes  peuvent  être 
quelconques;  mais  il  est  toujours  facile  de  les  réduire  le» 
unes  aux  autres  :  car  quelles  que  soient  les  constantes  qui 
entrent  dans  l'expression  de  j^,  si  on  déduit  de  cette  expression 
celles  àey,  y,  etc.,  et  qu ensuite  on  fasse  x  =eo,  ce  qui 
changera  les  valeurs  àey,y\  y" y  etc.  eny^y^ ^  y"*" ^  etc.,  on 
pourra  toujours ,  en  prenant  autant  de  ces  valeurs  qu'il  y  a  de 
constantes  arbitraires,  déterminer  celles-ci  en  y*,  V^  y^"  >  eXic^^ 
et  les  substituer  ensuite  dans  l'expression  générale  de  y. 

Or  quelle  que  puisse  être  la  forme  de  cette  expression  ou 
de  l'équation  d'où  elle  dépend,  à  raison  des  différentes  cons- 
tantes qui  y  seront  contenues,  il  est  visible  que  lorsque  ces 
constantes  seront  réduites  aux  valeurs  de  y*,  y^,  y^,  etc.,  cette 
forme  deviendra  nécessairement  la  même  pour  la  même  éqa^. 
tion  dérivée. 

On  peut  donc  conclure ,  en  général ,  que  si  l'on  a  une 
équation  dérivée  d'un  ordre  quelconque,  et  que  l'on  trouve 
de  quelque  manière  que  ce  soit  une  équation  entre  les  mêmes 
variables  qui  y  satisfasse,  et  qui  renferme  autant  de  cons- 
tantes arbitraires  qu'il  y  aura  d'unités  daiis  l'exposant  de  l'ordre 
de  l'équation  dérivée ,  cette  équation  sera  l'équation  primitiva 
de  la  proposée ,  avec  toute  la  généralité  dont  elle  est  suscep- 
tible ;  de  sorte  qu'elle  renfermera  nécessairement  toute  autre 
équation  qui  pourrait  aussi  satisfaire  à  la  même  équation 
avec  autant  de  constantes  arbitraires. 

On   voit  par -là  que  les  constantes   ari>itraires  forment 
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proprement  la  liaison  entre  les  équations  primitives  et  les 
équations  dérivées  ;  celles-ci  sont  par  leur,  nature  plus  générales 
que  les  équations  d'où  elles  dérivent^  à  raison  des  constantes 
qui  ont  disparu  ou  qui  peuvent  avoir  disparu  ;  elles  équivalent 
donc  à  toutes  les  équations  primitives  ,  et  qui  ne  différeraient 
entr' elles  que  par  la  valeur  de  ces  constantes. 

On  pourra  donc  toujours  passer  d*une  équation  primitive 
à  une  de  ses  dérivées  d'un  ordre  quelconque ,  et  revenir 
ensuite  de  celle-ci  à  une  nouvelle  équation  primitive ,  pourvu 
que<  cette  dernière  opération  .y  introduise  le  nombre  requis 
de  constantes  arbitraires.  Alors  cette  dernière  équation  ren- 
fermera la  première  et  lui  deviendra  équivalente  ^  en  dé- 
terminant convenablement  ses  -constantes  arbitraires.  C'est  ainsi 
qu'on  en  a  usé  dans  la  leçon  précédente  ^  pour  la  transformation 
des  fonctions  angulaires. 

Comme  nous  avons  vu  qu'une  équation  du  second  ordre 
peut  provenir  de  deux  équations  difféifentes  du  premier  ordre, 
renfermant  chacune  une  constante  arbitraire  ;  qu'une  équation 
du  troisième  ordre  peut  être  dérivée  de  même  de  trois  équa- 
tions différentes  du  secoifd/  et  ainsi  de  suite  ^  il  est  naturel 
d'en  conclure  .aussi,  réciproquement  que  toute  équation  du 
second  ordre  aura  dçux  équafions  primitives,  du  premier 
ordre,  chacune  avec  une  constante  arbitraii'e  ;  que  toute 
équation  du  trojsièiàe  ordre  aura  trois  équations  primitives 
du  second  ordre  y  ayant  chacune  une'  constlante  arbitraire  ; 
et  ainsi  de  suite.  Mais  nous  pouvons  démontrer  aussi  cette 
proposition  d'une  manière  directe  ',  ^iar  uhe  analyse  dètnbljd)le 
â  celle  que  nous  avons  employée  ci-dessus. 

Considérons  la  "  formule  générale  du  développement  des 
fonctions. 


Faisons  yzszfx  et  /  =  —  ir.,  on  >ura 
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fx  =y,fx  =y ,  fxz=Ly\  etc. ; 

•t/(^  +  0  deviendra  y  («;  —  x),  c'eet-à-dire  égale  â 
la  yaleur  ài^fx  ou  y  ,  lorsqu'on  y  fait  a?  =  o,  valeur  que 
'lions  avons  désignée  plus  haut  par  y.  Ainsi  par  ces  subs- 
titutions 9  où  aura  cette  formule 

f=y  —  ^  +  f-/  -  :^f  +ctc- 

Changeons  maintenant  dans  la  formule  générale  fx  enf^x-^ 
et  Ton  aura  de  même 


i^ 


fix  +  i)=fx  +  ifx-^^f'x  +  tic. 

Donc>  faisant  de  nouveau  ' 

/*  =y>  f^  '=y'  yf^  —  f^  etc.  ,  et  i  —  —  x; 

ce  qui  donnera 

/'(x-£)=/'(x-x), 

valeur  àefx  ou  de  y ,  lorsque  xzzno]  qiiè  ndii&  àtôâs  di* 
signée  par  ^^^^ ,  6n  aura  cèttfe  autire  forihiilë-  ' 

Ou  trouv^a.d^  la  même  manière 

r 

Et  ainsi  de  suite.  - 

Cela  pose'/  si  y  est  donnée  par  tine  équation  du  premîef 
ordre  ,  on  aura  les  valeurs  de  y  ,  y ,  y"" ,  etc.  toutes  données 
en  X  et  y^  comme  on  Ta  vu  plus  haut  :  si  on  les  nrbstitae  dâni 
la  formule 


I 
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on   aura  une  équation  entre  a:  et  ^  avec   la   constante  ar- 
l>Itraire  y° , 

Si  y  est  donnée  par  une  équation  du  second  ordre  ^  on 
aura  y,  j^,  y^"  etc.,  données  en  x,^  et^';  donc,  substi- 
tuant ces  valeurs  d^ns  les  deux  formules 

^n  aura  deux  équations  en  x,  y  et  y,  ayant  chacune  une 
des  constantes  arbitraires  jr*  et  y',  lesquelles  seront  égale- 
ment deux  équations  primitives  du  premier  ordre  de  lu. 
proposée  du  second  ordre  ;  et  ainsi  de  suite, 

Qupique  ces  équations  soient  en  séries ,  les  conclusions 
qu'on  peut  tirer  relativement  à  la  nature  des  équations  pri- 
mitives ,  n'en  sont  pas  moins  exactes  ;  et  il  est  visible  par 
la  forme  même  de  ces  équations ,  qu'elles  sont  essentiellement 
différentes  ,  et  qu  il  ne  peut  y  en  avoir  qu'un  nombre  égal 
à  celui  de  Tordre  de  l'équation  donnée. 

On  en  conclura  donc  apssi ,  que  si  pour  une  équation  du 
second  ordre ,  on  trouve  d'une  manière;  quelconque  ,  deux 
équations  différentes  du  premier  ordre  qui  y  satisfassent, 
et  qui  renferment  chacune  une  constante  arbitraire,  on  aura 
les  deux  équations  primitives  du  premier  ordre  de  la  proposée  ; 
et  tx)ute  autre  équation  de  cet  ordre  qui  y  satisferait  avec 
une  constante  arbitraire,  sera  nécessairement  renfermée  dans 
celle-ci. 

.  Ces  deux  équations  primitives  étant  connues ,  on  pourra 
toujours  en  déduire  l'équation  primitive  absolue ,  sans  fonc— 
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tions  dériyées^  en  élimiiiant  par  leur  moyen  la  fonction  dé- 
rivée qu'eUes  contiendront^  et  qui  est  censée  être  la  même 
dans  les  denx  équations. 

L'éqnadon  résultante  ne  contenant  plus  de  fonction  dé- 
rivée y  sera  Téqnation  primitive  absolue  de  la  proposée  du 
second  ordre  ;  et  comme  les  deux  constantes  arbitraires ,  qui 
entraient  dans  les  deux  équations  primitives  du  premier  ordre , 
se  trouveront  dans  cette  équation^  elle  aura  toute  la  gêné- 
^  ralité  dont  eUe  est  susceptible. 

Donc ,  ayant  une  équation  du  second  ordre  ^  on  aura  égale- 
ment son  équation  primitive  absolue  y  soit  qu'on  trouve 
immédiatement  une  équation  entre  les  mêmes  variables  qui 
y  satisfasse ,  et  qui  renferme  en  même  temps  deux  constantes 
arbitraires^  soit  qu*on  trouve  séparément  deux  équations  du 
premier  ordre  qui  y  satisfassent  chacune  en  particulier  ^  et  qui 
renferment  chacune  une  constante  arbitraire. 

Mais  si  Tune  de  ces  deux  équations  du  premier  ordre  ne 
contenait  point  de  constante  arbitraire ,  alors  l'équation  primi- 
tive qu'on  en  déduirait  ^  ne  contenant  qu'une  seule  cons- 
tante arbitraire,  n'aurait  pas  toute  la  généralité  qu'elle  peut 
avoir;  mais  elle  satisferait  toujours  à  l'équation  du  second 
ordre  d'où  on  l'aurait  tirée  ,  en  même  temps  qu'elle  satisfera 
aux  deux  du  premier  ordre. 

Il  suit  encore  de  là  ,  que  si  l'on  a  une  équation  du 
premier  ordre  ,  et  qu'on  en  déduise  d'une  manière  quelconque 
une  équation  du  second  ordre  ^  soit  en  éliminant  une  constante 
ou  non ,  qu'ensuite  on  passe  de  celle-ci  à  une  autre  équation 
primitive  du  premier  ordre ,  ayec  une  constante  arbitraire  , 
on  pourra ,  par  l'élimination  de  la  fonction  dérivée  qui  se 
trouve  dans  les  deux  équations  du  premier  ordre ,  avoir  une 
équation  entre  les  deux  variables  et  la  constante  arbitraire  , 
qui  sera  parconséquent  l'équatioi;!  primitive^  absolue  de  la 
proposée  du  premier  ordre.  -     :      .  i 
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En  général  >  si  de  la  proposée  du  premier  ordre  on  passe 
^  une  équation  d'un  ordre  supérieur  >  et  si  on  trouve  d'une 
maliière  quelconque  une  équation  primitive  de  celle-ci  d'un 
ordre  inférieur  avec  une  constante  arbitraire ,  on  pourra  ton* 
]  ours  y  par  l'élimination  successive  des  fonctions  dérivées, 
parvenir  à  une  équation  entre  les  deux  variables  et  la  cons- 
tante arbitraire  ^  laquelle  sera  ainsi  Téquation  primitive  de  la 
proposée. 

Enfin  on  peut  étendre  aux  équations  des  ordres  supérieimr 
au  second^  ce  que  nous  venons  de  trouver  relativement  à  celles 
de  cet  ordre ,  et  en  déduire  des  conclusions  semblables* 
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t.  E  Ç  O  N     TREIZIÈME. 

<  ContinnatiM  de  là  I^eon  {ttéeédttate-  ) 

Théorie  des  multiplicateurs  des  équations. 

dérivées. 

JLja  manière  la  plus  naturelle  de  trouver  Téquation  prixni-i 
tive  d'une  équation  d*un  ordre  quelconque ,  est  de  la  pré- 
parer  de  façon  que  son  premier  membre  devienne  une  fonc- 
tion dérivée  exacte  ;  car  alors  il  n'y  aura  qu*à  prendre  sa 
fonction  primitive  et  y  ajouter  une  constante  pour  avoir 
l'équation  primitive  d'un  ordre  inférieur;  et  .en  opérant  ainsi 
successivement^  on  pourra  parvenir  à  l'équation  primitive 
entre  les  deux  variables  y  et  autant  de  constantes  arbitraires 
que  l'ordre  de  la  proposée  le  comportera. 

Or  je  vais  prouver  que  cette  préparation  est  toujours  pos-e 
sible  par  le  moyen  d'un  multiplicateur  y  lorsque  l'équation 
dérivée  de  l'ordre  n  est  réduite  à  la  forme 

yW  +/(a:, jy,y,y' . .  ^-0)  =  o, 

yW  étant  la  plus  haute  des  fonctions  dérivées  de  y. 

D'un  côté,  il  est  clair  que  cette  réduction  est  toujours 
po^ible  eu  censée  possible ,  quelle  que  soit  la  forme  de 
l'équation  proposée  ;  car  il  n'y  a  qu'à  en  tirer  la  valeur  de 
yC«)  en  Xy  jy  y  y  y"  y  etc. ,  par  les  règles  connues^ 

De  l'autre  côté,  nous  avons  déjà  observé  plus  haut  que  , 
quelle  que  puisse  être  l'équation  priniîtîve  de  l'ordre  imnxé- 
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âiatement  inférieur^  si  on  dégage  U  constante  arbitraire  , 
et  qxi'on  prenne  ensuite  les  fonctions  dérivées,  on  a  une 
équation  dérivée  oji  la  plus  haute  des  fonctions  dérivées  de  jf 
ne  sera  qu*à  la  première  dimension,  et  qui  devra,  parcoi;^ 
séqtienty  être  identique  avec  la  proposée. 

Ainsi,  ayant  réduit  Téquation  primitivt  à  la  forme 
4»ù   €1  est  la  constante  arbitï'^re,   on  s^ura  l'équation  dérivée 

laquelle,  en  séparant  la  partie  qui  se  rapporte  à  la  variatioii 
de  j^C«— O^  d'après  la  notation  abrégée  indiquée  dans  la  le^on 
Mxième  ,  peut  se  mettre  sous  '  la  forme 

^'  (^>J^»y-  • ./ •"*^)  +y"^  P'  O'^""'^)  =P> 
.  d'où  l'on  tire 

Comme  la  constante  a  a  disparu ,  cette  équation  devra  être 
identique  atec  l'équation  proposée,  puisque  la  valeur  de  j'^"* 
doit  être  la  même  dans  les  deux  équations.  Donc  la  fonction 
jf  (x,^,^.  .".yC»— O)  sera  identique  avec  la  fonction 

F^(x,y,y..,yC»-'?) 
Ajoutant  de  part  et  d'autre  la  quantité  j^C'*> ,  la  fonction 

Reviendra  identique  avec  la  fonction 
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c'est-à-dire,  ayec  la  fonction 

Donc  réquation 

étant  multipliée  parla  fonction  FXy^*^^^),  deviendra 

ensorte  que  son  premier  membre  sera  une  fonction  àéiAvéë 
exacte. 

Ainsi  il  existe  toujours  une  fonction  d*un  ordre  inférieur  à 
celui  de  Téquation  proposée ,  par  laquelle  cette  équation 
étant  multipliée^  son  premier  membre  devient  une  fonction 
dérivée  exacte. 

Comme  cette  proposition  est  fondamentale ,  et  donne  lieu 
à  des  conséquences  importantes,  nous  allons  la  considérer 
sous  un  point  de  vue  plus  étendu. 

Soit  F(Xy y,y..  .J'^""*^  û)  =  o 

réquation  primitive  de  la  même  équation  dérivée 
yW  -^fipo^y.y.f. .  ./«-O)  =0, 

a  étant  la  constante  arbitraire. 

Par  la  théorie  générale  on  aura  Téquation  dérivée  de  la 
primitive  supposée ,  en  éliminant  a  au  moyen  de  Téquatioa 

et  de  sa  dérivée  immédiate 

a  étant  regardée  comme  constante. 
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X>e  là  il  est  facile  de  conclure^  comme  ci-dessas^  que  la 
fonction 

deviendra  identique  avec 

en    substituant  ici  à  la  place  de  a,  sa  valeur  en  oc^y^y^ ^  etc. , 
j^C«--î)^  tirée  de  Féquation  primitive. 

Considérant  donc  a  comme  ime  pareille  fonction  détemû^ 
née  par  Téquation  primitive 

•a  aura,  pour  la  détermination  de  ci ^  T équation  dérivée 

laquelle  ^  en  séparant  la  partie  qui  se  rapporte  à  d ,  suivant 
la  notation  employée  ci-dessus^  devient 

P\=^  ,>'./••  •/"-■'  ) + «'^  (a) = <y; 

d*où  l'on  tire 

équation  qui  sera  identique  en  substituant  pour  a  sa  valeur 
«no:,  y  y   etc. 

Si  donc  on  multiplie  Téquation 
par  la  fonction  — -^„        \  son  premier  membre   deviendra 
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une  foÉiçtioQ  dérivée  exacte  ^  dont  la  fonction  primitive 
•<—  a;»  en  supposant  a  déterminé  par  Téquation 

On  est  donc  assuré ,  de  cette  manière ,  de  T existence  d'un 
multiplicateur  qui  peut  rendre  le  premier  membre  de  Téqua-* 
tion  proposée  une  fonction  dérivée  exacte» 

.  La  même  équation  identique  nous  fait  yoir  aussi  que  ce 
multiplicateur  n*est  pas  le.  seul  qui  jouisse  de  cette  propriété  > 
€t^];ious  donne  en  mêm^  temps  le  moyen  de  trouver  tous  les 
multiplicateurs  qui  auront  la  même  propriété  ;  car  il  est  évi- 
dent que  le  premier  membre  de  l'équation  devenant  égal  à 
—  a\  il  sera  tgujours  une  fonction  dérivée  exacte ,  étant 
multiplié  par  une  fonction  quelconque  de  a,  et  qu'il  ne 
pourra  l'être  qu'autant  que  le  multiplicateur  ne  coptiendra 
que  a.  Donc  le  second  membre  deviendra  aussi  une  fonction 
dérivée  exacte,  étant  multiplié  par  une  fonction  quelconque 
de  a. 

D'où  il  est  aisé,  de  conclure    que  la  formule  générale  de  c« 
multiplicatei^  sera 

FXa) 

<^a  dénotant  une  fonction  quelconque  de  a,  et  la  quantité  a 
étant  une  fonction  de  x,  y,  y,  etc. ,  déterminé  par  l'équation 
primitive 

a  étant  ici  la  constante  arbitraire  ;  car  le  premier  membre 
de  l'équation  proposée  de  l'ordre  n^'"^  deviendra ,  par  la  mul- 
tiplication de  la  formule  précédente ,  identique  avec  la  quan- 
tité —  a'<^a  ;  de  sorte  qu'en  dénotant  par  *a  la  fonction  pri-^ 
l^itive  de  a\a,  on  aura  tout  de  suite  l'équation  primitive- 
*a=;con$t.;  d'oùl'on  tirera  aussi  a==con$t.  Or  «  étant  ici 
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la  fonction  de  x,y,y\  etc.  yC«-0^  cjai  résulte  de  réqaàtk» 

il  est  visible  que  l'équation  *a  =  const.  n*est  autre  chose  que 
cette  même  équation  dans  laquelle  on  suppc^se  l^iie  a  devient 
une  constante  arbitraire. 

Ainsi,  lorsqu'une  équation  dérivée  de  Toiidrë  li'"'  est  ré- 
dnite  à  la  forme 

y») +/(a:,^,y,/. .  ./-ô)  :=  G, 

chaque  équation  pritliitfve  de  l'ordre  »-^i ,  avec  tfne  constante 
arbitraire,  fournit  une  infinité  demultiplicateitrs,  tous  ren» 
fermés  dans  une  même  formule ,  lesquels  peuvent  rendre  I9 
premier  membre  de  l'équation  une  fonction  dérivée  exacte , 
et  redonner  la  même  équation  primitive. 

Si  l'équation  proposée  n'est  que  du  premier  ordre,  il  n'y 
a  alors  qu'une  seule  équation  primitive  ;  et  parconséquent  il 
n'y  aura  aussi  cpLune  0^e  fonpii^  <^  multipUçateurs.    ^ 

Si  l'équation  proposée  est  du  second  onh«  ^  ooim  iivo&i 
démontré  qu'elle  est  susceptible  alors  de  deux  différentes 
équations  primitives  du  premier  ot^e;  chacune  d'elles  don-» 
.  nera  donc  une  fonnule  particulière  de  itiultiplicateurs  ;  mais 
on  pourra  aussi  renfermer  ces  formulas  dans  ,une  formule  plus 
générale  encore.  -  7  . 

Car  soit 

>  • 

i'équaiiqn  proposée,  du  second  ordre^  dont  les  deux  équa^ 
tions  primitives  du  premier  ordre  soient 

«  et  &  étant  les.  deux  contantes  arbitraires.  > 
En  régardant  ces-  deux  quantités^  et  b  comme  ^s^foncr 
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tions  de  X,  y>^'>  déterminées  par  ces  mêmes  équations ,  on 
trouvera^  par  l'analyse  exposée  ci-dessus,  les  deux  équations 
identiques 


[/  +/(^,  y.y)']x  ^^  =  -  6'. 

Soit  maintenant  4»  (a^  6)  une  fonction  quelconque  de  a,  b,  sa 
fonction  dérivée  *'(a,A)  sera  représentée  par  a'*'(a)+6'<^'(6); 
de  sorte  qu'en  multipliant  la  première  des  équations  précé- 
dentes par  'PXa),  la  seconde  par*'(i),  et  les  ajoutant  en- 
semble,  on  aura 

On  aura  ainsi  cette  formule  générale  pourJ^  multiplicateur 
de  l'équation  prkxposée  .  i     -, 

"  »  '  *  '        "         '  .  .    . 

en  supposant  a  et  &  déterminés  par  les  deux  équations 

I 

et  le  premier  membre  de  l'équation  deviendra  alors— *  (a,  b)  ; 
de  sorte   que   Von   aura  sur-le-<;hamp  l'équation   primitive 

*  (a,  i)=  const.  '^«^  j.^'  l^  .  .; 

De  même  9  si  on  prend  une  autre  fqnction  quelconque 
de  a  et  b,  représentée  par  4^â,i)j  on  en^' tirera  de  même 
l'équation  primitive  ^(a,  b)  =.  const. 

*  Ce^-deux  équations  donneront  dons  a  et  6  égales^  à  des 
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constantes ,  quelles  que  soient  les  fonctions  désignées  par  les 
caractéristiqnes  4  et  4  ^  ce  qui  redonnera  les  mêmes  équations 
primitives  d'où  Ton  était  p  rti;  d*où  Ton  voit  comment  ces 
équations  se  trouvent  indépendantes  des  fonctions  arbitraires 
qui    peuvent  entrer  dans  les  multiplicateurs. 

Ou  peut  appliquer  cette  théorie  aux  équations  dérivées 
des  ordres  supérieurs  au  second  ^  et  en  tirer  des  conclusions 
semblables. 

On  peut  donc  toujours  trouver  la  forme  générale  des  mul- 
tiplicateurs ^  lorsqu'on  connut  les  équations  primitives;  mais 
comme  ces  multiplicateurs  fournissent  eux-mêmes  un  moyen 
de   parvenir  aux  équations  primitives^   il  serait  important  de 
pouvoir  les  trouver  à  posteriori ,  d'après  les  équations  dérivées. 
£uler  y  et  d'autres  après  lui ,  se   sont  occupés  de  cette  re- 
cherche ;  mais  c'est  un  de  ces  problêmes  dont  ou  ne  saurait 
espérer  une  solution  générale. 

Pour  donner  un  exemple  de  ce  que  nous  venons  d'exposer^ 
prenons  l'équation  du  second  ordre 

que  nous  avons  trotivée  plus  haut.  J^observe  d'abord  gpe, 
dans  l'état  où  elle  f^  ^  son  premier  n^embre  est  déjà  une 
fonction  dérivée -exacte;   car,jpuisqne 

(x/y  =  x3^4.y,  on  a  a7y^=(xy/— /; 

de  sorte  qu'on  peut  la  mettre  sous  la  forme 

(a;yy  — 3y'=?o; 

d'où  Ion  tire,  sor-le-champ,  l'équation  primitive  dupremiei; 
ordre 

A  étant  une  constante  arbitraire. 


1 
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Pour  avoir  Féquation  primitive  de  celle-ci,  je  cïierôiiè  tiil 
multiplicateur  qui  rende  son  premier  membre  une  fonction 
dérivée  exacte  ;  et  il  est  facile  de  voir  que  cela  aura  lieu  en 
divisant  l'équation  par  j^  ;  de  sorte  qUe  le  ÉHultipUcateur 


1 
fcera  —ai 
or 


En  effet  ^  elle  devient  par-là 


^—  ■•*-  -^  -4-  -^-^  z=:  o  : 


tt  la  foBctioii  primitive  du.  premier  membre  est 

^  ^  ^ 


ie  sorte  qn*on  atira  Inéquation  primitive 

•avoir ,  en  multipliant  par  oc^^ 

È  étant  line  nouvelle  constante  afbhi-aire. 

Cette  équation  contenant  ainsi  deux  constantes  arbitraires 
A  tt  B  l  sera  Téquation  ^mkive  camplètj&^  éè  Téquàtion  pro-^- 
pesée  du  second  ordre  ;  et  on  voit,  en  effet ,  qu'elle  cdincide 
avec  l'équation  -..-.--> 

d'où  k  -pt^poséé  avait  été  dérivée,  puifiqù'.il  n'y  a  qu'à  la 
diviser  par  B ,  et  faire 


^=-è>-^  =  «^+** 


aa'   ..fi-ô    .    .     .    ., 


Mail 
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Mais  au  lieu  de  chercher,  comme  on  vient  de  le  faire  ; 
l'équation  primitive  de  la  primitive  du  premier  ordre,  on 
peut  chercher  une  autre  équation  primitive  de  la  proposée  ; 
et  pour  cela,  jx)bserva  que  la'  fonétion  dérivée,  d&^y*  est 

aiosi  la  proposée  étant  :  .vx\ 

on  voit  qu'en  faisant  7ii=«—  i ,  71  =  i ,  son  premier  membre 
deviendra  une  fonction  dérivée  exacte ,  étant  multipliée  par 

âr^,  ou  par  —  ;  et  Ton  aura  la  nouvelle  équation  primhiTo 

Combinant  donc  cette  équation  avec  Féquation 

trouvée  précédemment,'  pour  en  élimin/Bry,  on  attraTéqua- 
.  tion  en  x  ety 

—  JJo:*  — ay  +  u<  =  ô; 

tpây  à  raison  deé  deux  constantes  arbitraire^  A  et  B,  iera 
aussi  réquatioh  primitive  complète  de  la  proposée»  En  effet  » 
elle  se  réduira  à  la  même  forme 

étant  divisée  par — .5 ,  et  faisant  ' 

M 
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Valeurs  singulières  qui  satisfont  aux  Èqua^ 
tiens  dérivées,  et  qui  ne  sont  pas  comprises 
dans  les  Équations  primitives.  Théorie  des 
Équations  primitives  singulières. 

J^  A  théorie  des  équatiops  dérivées  ,  exposée  dans  la  leçon 
douzième,  porte  naturellement  à  conclure  que  toute  valeur 
qui  peut  satisfaire  à  une  équation  dérivée  donnée^  doit  être 
renfermée  dars  son  équation  primitive,  pourvu  que  celle-ci 
ait  toute  la  généralité  dont  elle  est  susceptible,  par  les  constantes 
arbitraires  5iui.  doivent  y  entrer.  II  y  a  néanjs^oins  des  équa^ 
tions  dérivées  auxquelles  satisfont  des  valeurs  que  j'appelle 
singulières ,  parcequ'elles  ne  sont  pas  comprises  dans  leurs 
équations  primitives.  Ces  sortes  de  valeurs  se  sont  présentées 
dxbc  géomètres  presque  dés  la  naissance  du  calcul  ^(Férentiél; 
mais  comme  la  théorie  des  constantes  arbitrairea  n'était  guère 
connue  alors,  on  n'a  pas  d'abord  regardé  ces  valeurs  comme 
formant  une  exception  aux  règles  générales  du  calcul  difFé- 
rci^ielv  Euler  est  le  premier  qui  les  ait^  envisagées  sous'  c% 
point  de  vue  et  qui  ^t  ^(^^é  des  règles  pour  les  di^tingue^ 
des  intégrales  ordinaires,     .r  .        .  î  .. 

Depuis,  on  a  reconnu. qu'elles  dépendent  de  la  théorie 
générale  des  équations  différentielles  ou  dérivées ,  et  qu'elles 
servent  à  la  compléter;  c'est  ce  que  nous,  allons,  dévelop^^e^ 
avec  toute  l'étendue  qu'exige  l'importance  de  la  matière. 

Considérons  tme  étiufttio&-quelconipi«dd  premier  ordre  ^ 
représentée  par 


(  «    •      » 
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et  supposons  qu'elle  soit  dérivée  de  Féquatioxi  prixnitiYd 

•  » 

F(a?,^,  a)  =  o^ 

o  étant  la  constante  arbitraire/ 
Suivant  la  âiéorîe  générale ,  icette  éqkation  ^ 

donnera  Téquation  dérivée 

qui  se  réduità  la  forme      

çonfonnément  i  Ja  notation.  qj^.nôvsav!P9S  f  mptloy^e  ^ii9qu*icî  ( 

et  ces  deux  équations  étant  combinées  ensemble^  de  manière  que 
la  constante  a  disparaisse,  produiront  la  suivante 

Maintenant  il  est  clair  que  le  résultat  de  l'élimlnatiop  de  aj 
sera  le  mèiù^^,ygueUe  que'sçut  k, quotité  a,  ,s^^^^ 
ou  variable,  pourvu  que  les  deux  êquationà.        .     .^ r  ,^  ^ 

soient  les 'mêmes.  Donc  {aussi  ]^  QiSâie  équadon 


pourra  résulter  de  i  éçuatipjjj  noii.upVJ  .:;    .  :.>iri..  .;..  :.  ..^ 

en  supposait  a  yariablç  et  fonction  de  a?i  pourvu  que  Téquat 

a 

r 


i80 
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tion  dérivée 

* 

«oit  é^alem&at, ,...)... 

te 

Mais  y  en  regardant  a  comme  une  fonction  de  x,  on  a 

ainsi  la  condition  dont  il  s'agit  aura  lieu  à  le  termect'F'(fl) 
disparaît;  d*où  il  suit  qae  la  valeur  de ^^  tirée  de  Féqaa^ 
tion    primitive 

ealisFera  également  à  Féqaation  du  premksr  onke 

en  prenant  pour  «mue  fonction  de  x  déténnîaéè  par  l'éqnatioi» 

i/F'Cû)==o. 
Cette  équation  donne  ou 

<r=o,oiiF''(a)==o; 

L  équation  «^=o^  donne  a  égal  a  une  constante  quelconque  ; 
cV^  le  cas  de  Téquatiôn  piîmitive  ordinaire ,  dans  lequel  à 
est  la  constante  arbitraire* 

dans  laqneOe  J^(o)  es(  vue  fàmplmût  x,y^a^  donnera; 
par  la  résolution ,  la  valeur  de  o  en  xet^i  ^  cette  iralenr 
étant  substituée  dans  l'équation  primitive  ' 

M  «0X4  une  naccveDe  iquatxm  en  x  et  jf  »  sans  constante 
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arbitraire»  tpd  conduira  également  à. là  même. éqnatton  dé- 
rivée ,  et  qui  sera  nécessairement  différente  de  l*équatioii  pri«^ 
mitive  ordinaire ,  puisque  dans  ceQe-ci  la  quantité  a  est  une 
constante  arbitraire»  et  que  dans  fautfe  elle  devient  une  fonc- 
tion de  a:  et  y.  .        . 

Donc,  en  général,  si  on  éliniine  a  des  deux  équations 

^(^ij',  a)=«o,        et        /5^(a)  =  o^ 


'J 


on  aura  Téquation  qui  renfermera  les  valeurs  singulières  de^; 
qui  peuvent  '  satisfaire  à  réqûation  dérivée 

dont 

est  Véquation  primitive  ordinaire. 

Nous  appeUcronacette  éqwation,  équaAùnpriimtive  singulière, 
pour  la  distinguer  de  Téquation  primitive  ordinaire^  que  nous 
appellerons  aussi  équation  primitive  complète. 

Il  faut  seulement  remarquer,  que ,;  comme  l'essence  de  cette 
équation  consiste  en  ce  que  la  v^eur  de  a  est  une  fonction 
Vftriable,  si  l'équation 

par  laquelle  on  doit  déterminer  a ,  donnait  pour  a  une  quan-* 
tîté  constante ,  ou  bien  une  telle  fonction  de  x  et  jr  qui  devînt 
égale  à  une  constante  en  vertu  de  Véquation 

dans  laquelle  on  doit  substituer  cette  valQurdè'O.»  eu  qui»  dani 
cette  substitution >  donnât  Te  même  résultat,  qu'on  aurait  par 
u%e  valeur  eonitâiite  dé  a^  alot»  ceftte'éqîiabon  cfesseraît  d'être 
une  équation  primitive  singulière,  et  ne  serait  plus  qu'un  caa 
particulier  de  l'équation  primitive  oildinaire. 

3 
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ïToiis  avons  trouvé  (leçon  douzième)  qae  l'équation  du 
premier  ordra 

yk'Cic^+y— A)— >y— «=o, 

u,  pour  équation  primitive^ 

a:*  — aay  —  et*  — ô  =  o, 
QÙ  c?  est  la  constante  arbitraire.  Faisant  doac 

et  prenant  les  fonctions  dérivées  de  tous  les  termes  relative- 
ment à  a  8evi,  on  aura 

F'  (a) =— sy  — âa; 
dpnc  l'équation 

F'  (a)  =  o  donnera  «=— v; 

valeur  qui  étant  substituée  dans  l'équation  primitsvo;    onne 

équation  qui  satisfait  également  à  l'équation  dupremier  ordre^ 
En  effets  cette  équation  donne 

y=:6— a?»,      et     yy  =  — a:; 
ces  valeurs  substituées  dans  l'équation 

yVix^+f'^b)—yy^xr=io; 
la  rendent  identique» 

Comme  on  sait  |  par  la  théorie  des  équations  »  que  Fé^ 
q[uation.  dérivée 

F'(a)=oj 
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relative  ka,  contient  la  condition  qui  rend  égales  deux  des xir! 
cines  de  l'équation 

« 

ordonnée  par  rapport  à  a,  il  s'ensuit  que  la  valeur  singulière 
de  jr,  dans  cette  équation^  a  la  propriété  de  donner  à  l'équation 
en  a  une  racine  double. 

On  voitj  en  effets  que  l'équation 

o^  +  floy  — jc^-f-frsso 
acquiert  une  racine  double^  en  faisant 

Si  l'équation  primitive  était 

a  étant  la  constante  arbitraire,  l'équation  dérivée  relative  à  o; 
serait 

d'où  Ton  tire 

valeur  qui ,  étant  substituée  dans  la  proposée^  donne 

ïr±Â -0*. 

«t  parconséquent 

pour  l'équation- primitire  singulière. 

S 
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.  Mais  deéeqûe  Cette  équation  rend  la  yaletir  même  de  a 
nnlle  y  il  suit  qu'elle  ne  sera  qu'un  cas  particulier  de 
l'équation  primitive  ;  en  effet  elle  résulte  de  celle-ci  ^  en  y 
faisant  a=o. 

Oh  peut  appliquer  aux  équations  des  ordres  supérieurs  au 
premier^  la  théorie  que  nous  venons  de  donncor  sur  les  équations 
dérivées  de  cet  ordre. 

En  effet,  si 

est  l'équation  primitive  de  l'équation  de  l'ordre  n, 

a  étant  la  constante  arbitraire ,  celle-ci  doit  résulter  de  l'é- 
limination de  a  entre  l'équation  primitive  et  son  équation 
dérivée  ;  et  il  eèt  évideùt  *  que  le  résultat  de  cette  élimina- 
tion sera  le  même  ,  soit  que  la  quantité  a  soit  constante 
ou  variable^  pourvu  que  lés  deux  équations  soient  de  la 
même  forme. 

Or  l'équation  primitive     '         — 

est  la  même  dans  l'un  et  dans  l'autre  cas  :  son  équation  dérivée 
est  dans  le  cas  de  a  constante 

et  dans  le  cas  où  a  serait  une  fonction  quelconque  de  x, 
elle  sera 

donc  les  deux  équations  deviendront  identiques  si  on  détermine 
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€1  de  manière  que  le  terme  dV  (a)  disparaisse. 

Faisant  donc 

G'F'(û)=t=o, 
«n  a  ou 

«'  =  0, 

et  parconséquent  o  égal  à  une  constante  ;  ce  qui  est  le  cat 
ordinaire;  ou 

F'  (a)  =  o. 

ce  qui  donnera  une  valeur  de  a  en  x  et  jf  ^  laquelle  étant 
substituée  dans  Téquatibn  primitive 

donnera  une  équation  du  même  ordre  j  qui  satisfera  également 
à  l'équation 

elle  pourra  donc 'être  regardée  aussi  comme  une  équation 
primitive  singulière  sans  constante  arbitraire. 

L'équation  du  second  ordre 


/•-2^+^  =  ^. 


\ 


a  pour  équation  primitive  du  premier  ordre,  -   , 

comme  on  peut  s'en  assurer  en  éliminant  a  au  moyen  de  ion 
équation  dérivée 

Si  en  prend  l'équation  dérivée  relativement  à  a ,  on  a 
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d*où  l'on  tire 

Talenr  qni^  étant  substituée  dans  la  même  équation»  donne 
celle-ci^ 

X*  — y*=  o;  d'où  y  =  ±:  a;. 

Cette  yaleur  de  y'  satisfait  aussi  à  l'équation  proposée  ; 
mais  c'est  une  yaleur  singulière  ^  puisqu'elle  n'est  pas  contenue 
dans  l'équation  primitive. 

Si  on  chei^che  l'équation  primitive  de  l'équadon  du  premier 
ordre 

a;*  — aay' +a*s=o, 

3  est  facile  de  trouver  celle-ci: 

a? 

où  h  est  la  nouvelle  constante  arbitraire. 

Si  maintenant  on  élimine  a  de  ces  deux  équations»  cm 
aura  la  suivante: 

qui  sera  parconséquent  l'autre  équation  primitive  du  premier 
ordre  de  la  proposée. 

On  peut  donc  aussi  chercher  une  équation  primitive  singn* 
lière  ,  d'après  cette  équation-ci ,  en  prenant  son  équation 
dérivée  relativement  a.  b,  tt  Ton  trouvera 


-4(^-^)y  +  a(i-.2^) 
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d*oû  l'on  tire 

Substituant  cette  valeur  dans  Téquation  précédente^  ella 
devient 

Cette  équation  donne  ces  deux-ci: 

y  —  xy  =  o,      et      «•— y*  =  o; 

La  première   ne  eatisfait  pas  i  la  proposée ,   car  elk 

donne 

y=-|;etdelà/  =  -^-^  =  J-J=o; 

***  MT  mU  WU  «V 

La  seconde  donne 

c'est  la  même  que  nous  ayons  trouvée  ci-dessus. 

Ainsi  les  deux  équations  primitives  du  premier  ordre  ne 
donnent  que  la  même  équation  singulière. 

n  serait  cependant  naturel  de  penser  que  des  équations 
primitives  différentes  devraient  donner  aussi  différentes  valeurs  ' 
singulières;  mais  nous  allons  démontrer^  à  priori,  que  l'on  a 
toujours  la  même  équation  primitive  singulière ,  de  quelque 
équation  primitive  qu'on  la  déduise  ;  ce  qu'on  ne  savait  pas 
jusqu'ici. 

Considérons  une  équation  du  second  ordre  ^  représentée  en 
général  par  .  > 
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•t  dont  r  équation  primitive  entre  x  ety  soit 

0  et  &  étant  les  deux  constantes  arbitraires. 

Par  la  théorie  générale ,  on  aura  ses  deux  éijttations  pri- 
mitives du  premier  ordre  ^  en  éliminant  aoub,  par  le  moyen 
de  cette  même  équation  et  de  sa  première  équation  dérivée* 

aetb  étant  îci  regardées  comme  constantes. 

Comme  la  fonction  dérivée  F'  (a:, y)  renferme,  outre  le» 
constantes  a  et  b,  la  fonctiony,  désignons-la  par  9  {x^y,y\a^h). 

Ainsi  on  aura  les  deux  équations  primitives  du  premier 
ordre ^  en  substituant  alternativement^  dans  la  même  équation 

^C^^J'./^û,  6)  =  o, 

la  valeur  de  &  en  X;  jr^  a ,  et  la  valeur  de  a  eux, y  et  b^  tirées 
de  la  même  équation 

F(x,y,a,b):==o, 

,  Ensuite  on  aura  les  équations  primitives  singulières ,  en 
éliminant  a  de  la  première ,  par  le  moyen  de  son  équation 
dérivée  >  prise  relativement  à  a ,  et  en  éliminant  b  de  la 
seconde  par  le  moyen  de  son  équation  dérivée  prise  relati- 
vement Si  b. 

Considérons  d*abord,  dans  Téquation 

la  quantité  b  comme  une  fonction  de  x^y,  a,  déterminée  par 
Féquation 

Fix,y,a,b):=zo, 
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équation  dérivée  prise  relativement  à  a^   sera 

en  supposant  que  V  so)}i  1^  fonction  dérivée  de  b^  prise  rela- 
tivement à  a;  6r/comlne  b  est  une  fonction  de  a^  déter- 
minée par  Téquaticfn 

on  aura  la  valeur  de  ^^  en'prenaat  la  dérivée  de  oette  éciua«s 

tion,  par  rapport  à  a;  opération  qui  donne 

'      .  ■  • 

Si  maintenant  on  tiiïmnè  ^  de  eèè  deux  équations^  ona  ^ 

Cette  équation  ^  étant  combinée  avec  les  deux 

donnera^  p^  TéUniinatio^   de  a  t€b^y  "FéqUatiûif  feingtdière 
résultant  de  l'équation  dérivée  relative  à  a. 

En  regardant  de  même  a  comme  fonction  de  b  dans  Féquation 


m     f  * 

m  1 


fi^>y>y,o,b)  =  p, 

mitatÉL  ^àlemJsnti'éqnation  dérivée  ). relatif  Q  à  b  ;  '    , 

et  la  vâ^Ieur  de  «f  dépendra. alors  de  réquation .dérivée^  rela^ 
tivementàé,.,  „,, ,        .   

de  sorte  qivB>  piarjriliminatiQn  deî^^on  aura  pareillement' 
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X» -4. 3a»  +  ?izif2?  =  o, 

et  j'aurai  pour  sa  dérivée 

Sa/      34  —  Boy 

Prenant  maintenant  les  dérivées  de  Fane  et  de  Fautre  rej 
lativement  i  a^  il  viendra 

t:         6y    ,  3y 

€«  —  -^  -f- =  o , 


i  étant  supposé  fonction  de  a* 
En  éliminant  d*àbord  V,  on  a 


3C 


les  deux  premières  donnent  ensuite^  en  éliminant i/ 

3x  + ^  =  o  ; 

X 

**-      ■  •  -•  '  - 

«dwiitfiant  la  valeur  de  a,  il  vient 

Sv'* 
3x^-^Z-ŒO,  ouy*— i3c»  =  oi 

X  "^ 

comme  plus  bkut; 

Soit  encore  Téqnation  du  second  ordre 


dont 
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dont  réquation  primitive  en  x  et  ^  est 


a:*^ia:  — a*— i*  =:o. 


Si  on  élimine  tour-à-tour  ^  et  &  de  cette   équation^  au 
moyen  de  son  équation  dérivée  '.       .--     - 

y  —  ax^b  =  o,  ^ 

•a  a  ces  deux-ci ,  ^ 

%  ■ 

En  presàht  Véquation  diérivés  de  H  première  fektivement 

i  u,  on  trouve  ^  ^  ^ 


d'où  résulte 


.b  j> 


valeur  quj,  étant  suËstituëe  dans  la  même  équation,' 'donne 
De  même  TéquatioDi  défivéé  ae  là  secoàdè^  rèlàâvVméht  a  2r^sera 


N 
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d  OÙ  Ton  tire 

^  la  substitution  de  cette  valeur  donnera 

ces  deux  équations  reviennent  au   même ,  car  elles  se  ré- 
duisent l'une  et  l'autre  à  celle-ci, 

,    qui  est^  parconséquent^  Téquation  primitive  singulière  de  la 
proposée  du  second  ordre. 

Qn  aura  le  même  résultat  en  éliminant  immédiatement  a, 
h  et  b\  au  moyen  de  l'équation  primitive 

y  —  -  X*  —  ix—  a*— i*  =  o  . 

de  sa  première  dérivée 

y  ^^  ax'-^b  =s  o, 

et  de  leurs,  deux  dérivées  par  rapport  [ia , 

'       ■"    '      ■      . 

— —  lia  +  (^ — ?^)  V^=iO,    a:  +  i'=  o». 
Ces  dçux-ci  donnent^  en  éliminant  ^^ 


r. 
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En  coinbmant  celle-ci  avec  la  seconde  ^  on  ttonye 

4(1 +a-)'  4('+^)* 

et  ces  yaleurs  étant  substituées  dans  la  première ,  il  yieat 

comme  ci-dessus. 

Si  de  l'équation  primitive 

on  tire  la  valeur  de  a  un  fonction  de 

et  qu'on  la  désigne  par 

ù  est  clair  qu'en  substituant  cette  fonction  à  la  place  de  a, 
dans  la  même  équation^  elle  devieildi*a  nécessairement  iden«- 
tique  \  parconséquent  ses  équations  dérivées  relatives  à 

*>>*y---y'^*^ 

en  particulier  ^  auront  lieu  aussi* 
On  aura  donc 

F'C  x)  +  f  (a)  X  ♦'(  x)  =  o, 
F'Cy)  +  P'(.à)  X*'(^)  =  o, 

rcy)  +  F'(a)  X  *'(/)  =  °' 

etc. , 

où  j*ai  conservé,  sous  le  signe  F\  la  lettre  a  à  la  place  de 
sa  Valeur 

.  ♦(^,>,y-.yv^)- 
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De  là  OB  déduira 


etc. 

Donc  >  puisque  la  quantité  F'(a)  devient  nulle  dans  le  cas 
de  l'équation  primitive  ûngulière^  il  s'ehsuit  qile^  Jana  ce 
même  cas  ^  les  valeurs  de 

oXx),  ^\y),  *'(/>,  et©- ♦'(J^— )  . 

deviendront  chacune  infinie. 

Ce  caractère  fournit  aussi  un  inoyen  général  de  trouver 
l'équation  primitive  singulière  ;  et  ce  môyeA  est  éurtout  utile , 
lorsque  l'équation  primitive  est  sous  la  forme 

laquelle  parait  échapper  à  la  règle  générale  établie  ct-désiii»; 
car  on  aurait  ici 

et  de  là 

F'(a)=— i; 

d'où  l'on  ne  pourrait  rien  conclure  relativement  à  l'équation 
primitive  singulière. 

Il  faut  néanmoins  observer  que^  quoiqu'il  soit  vrai  que 
l'équation  primitive  singulière  rettd  les  fonctions 

infinies^  on  n'en  doit  pas  conclure  que  toute  équation  qui  rens. 
dra  ces  quantités  infinies  ^  sera  uw  éqoalioa  primitive  singu-« 
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lièrè  ;  3  faudr^^  de  plus  ^  que  cette  équation  ne  rende  pas  la 
fonction 

égale  à  une  constante ,  car  on  n'aurait  alors  qu'un  cas  parti-- 
Culier  de  réquatk>i;|i  primitive  ^é^érale. 

Par  exemple ,  si 

on  aura 

4>'(x)  =5— m(jr  —  x)"-"',     ^Xy)  =  m  (  j^  —  x)"^' ; 

Tune  et  l'autre  de  ces  qvan^tés  deviennent  infinies ,  en  fai- 
sant ^  —  a;  =  G ,  pourvu  que  m  <  1 . 

Mais  cette  équation 

jr_x=o, 

rend  la  valeur  <}•  ^i3c;>9y)ê^s^h.  à  zéro  'ou  4  rînfini,  suivant 
que  m  est  positif  ou  négatif  ;  donc  elle  ne  peut  pas  être  une 
équadop  pximitivç  singulier^* 

Prenons  l'équation  du  premier  exemple 


X*  —  aay  -)-  a*  —  ^  =  P, 
elle  donne 

donc 


et  dç  14 


*'(^)  —    yç^^y_l,^  f 


^Xy)  =  -  1  + 


où  l'on  voit  que  eeâ  deux  fonctions  deviennent  infinies  par 
l'équation  primitive  singulière 

X*  +3^*  —  i  =  G. 
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Nous  avons  trouvé  plus  haut  cette  équation  du  premier  ordre, 

:yo+^)+^-(^-i-x)y-y=o, 

pour  réquation  primitive  singulière  de  l'équation  du  second 
ordre^ 

en  dégageant  la  fonction  y,  on  ai 
j   .  ax  +  x»      T/(i  +X')  X  V/(i6y-f-4x'  + j<) 

y+ — 4 4 °' 


1 


et  divisant  par»  l/(i6y  + 4^  +  ^)»  on  obtient 

équation  dont  les  deux  membres   sont  des  fonctions  déri- 
vées exactes. 

En  prenant  leurs  fonctions  primitives^  et  ajoutant  la  cons- 
tante arbitraire  ft  ^  on  aura  Téquation  primitive 

comme  il  est  facile  de  s*en  assurer  en  prenant  les  fonction! 
dérivées  de  ses  deux  membres» 

Cette  équation  est^  comme  Ton  voit^   bien   différente  d« 
réquation  primitive  complète 

et  m  m 

y  —  -  X*— ''te-^o*  —  ^*'=o: 
lU^s  elle  aatiafait  également  à  TécjuatiQn  proposée  da  ^cond 
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ordre  y  parcequ'elle  satisfait^  en  général  y  à  Téquatloa^  du  pre- 
mier ordre  y  qui  satisfait  k  celle  du  second  ordre  y  comme 
primitive  singulière. 

Mais  cette  équation  du  premier  ordre  peut  avoir  elle-- 
même une  primitive  singulière  qu*il  est  bon  de  chercher. 

Comme  la  constante  k  est  débarrassée  des  variables  a:  et^^ 
on  a  immédiatement 

de  sorte  qu'en  désignant  cette  fonction  par  ^(x,  jr)  ^  et  pre* 
nant  les  fonctions  dérivées  relatives  k  x  o\xy  y  on  aura  sur^ 
le-chàmp 

donc  y  supposant  cette  quantité  infinie  y  on  aura  Téquation 

pouf  réqttation  primitive  singulière  de  l'équation  du  premier 
ordre  ^  qui  est  déjà  elle-même  une  primitive  singulière  de  la 
proposée  du  second  ordre.- 

Elle  satisfait^  en  eiFet^  comme  on  peut^s*en  assurer^  à 
réquation  du'  premier  ordre  ;  mais  elle  ne  satisfait  plus  i  celle 
du  second  ordre. 

On  aurait  pu  aussi  déduire  immédiatement  cette  même 
équation  singulière  de  Téquation  primitive  entre  x  et  y 

en  déterminant  a  et  6  par  ses  deux  équations  dérieées  rela-* 
tives  à  a  et  6. 

On  aura  ainsi 

-  a^  -4*  âa  =  o,  jc  +  ^^  =  <5  ; 


âOO 

C.A  L  C  V  L 

d*où  Ton  tire 

*                    *                            •  * 
1 

» 

fiubstîta^i^t  çç«  yaleura  datis  lequ^lâoii  pcéeedentf  ^  elle  de- 
yiendr^^    , 

4 


j,+-^  +  ^=.o. 


II  n  est  pas  dUSciie ,  en  effet,  de  démo|Lt3:!^  j^  p^  l^^éorie 

générale  des  équations  primitiyes  singulières  ^'qtle  ces*  sortes 

d'équations  primilSTes  singulièrea. doubles,  rëwikentde  l'équa- 

tipQ  primitiYe  

F(x,y,a,  b)=o, 

en  éliminant  les;  deux  constantes  a  et  &  par  les  deux  équa- 
tions particulières 

•.<  J  J      J   .     .      .'  '     •       T 

F'(a)  =  o,  et  F'(i)??so. 

.  Et  par.  l,à  a  çç^  ^sp  fie  irpj^  U  r^?op  pQHr^çri  çjle»  nç  sa- 
^foi^it  p^ç,  çn  çén^4,  ^  Téq^^tipa  du.  ^^^^^  9?4^«>  4ont 

'   Ijiv»?  complète  avep  |pî  4piiJ  «fWHÎWftl 


arbitraires  a  et  &. 

cette  équation  du  second  ordre;  elle  résulte ,  comme  nous  l'a- 
yons yu,  de  ri&ninatiMi  de-«;  et  h  regardée^'  comme  cons- 
tantes^  au  moyen  des  trois  équations 

Mais,  lorsqu'on  regarde  «  et  6  comme  des  fqçyç^iiis  i^  3ptfy> 
Yétpaiion  dérirée  de 
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m'est  plus  simplement  ' 

m^s  elle  devient 

laquelle  se  réduit  cependant  à 

FX^>  yy  =  o, 

en  déterminant  a  et  &  par  les  deux  cpnditiont 

F'.^à)  r:^  o.  et  FXh)  5=  o  , 

%pa  sont  celles  de  l'équation  primitive  singulière  double. 

Comme  la  fonction  dérivée  F'Çx,  y)  étant  développée  , 
renferme  les  yaria^les  ix:,y,y\  et  l^s  de\ix  cojQrt^tes  aetb, 
désignons-la  par  ç  {pc^y^j/,  a,  i)  ;  il  est  clair  que  la  troisième 
ém^on 

F\x,y)^o, 

où  a  et  &  sont  regardées  comipe  constantes ,  sera  représentée 
par 

mais  y  dans  le  cas  où  ces  qnaixtités  soirt  variables ,  elle  deviendra 

^uco  4^(x,jf,y)  +nV(a)  +iV(i)  =  o, 
qui  ne  ce  rçdwjt  pjus  à 

J 

p^ceq^e  1^  deux  fonctiQw»  <p'(o)  e|  ç'(i)  n«  so^t  p^s  mJle^. 
AiQsi  il  est  impossible  que  Féquatiop 

dans  laquelle  a  et  i  sont  des  fonctions  de  x  ety,  déterminées 
P^  kfi  conditions. 
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satisfasse  généralement  à  Téquation  du  second  ordre  qui  rê* 
suite  de  la  même  éqpation  par  l'élimination  des  quantités  a 
et  b,  au  moyen  de  ses  deux  dérivées ,  première  et  seconde  , 
prises  en  regardant  a  et  6  comme  constantes. 

On  peut  étendre  cette  théorie  aux  équations  primitives  des 
équations  des  ordres  supérieurs. 

Ainsi ,  si  l'on  a  l'équation  primitiv« 

F(x,y,  a,  fc,  c)=o, 

où  a,  b,  c  sont  trois  constantes  arbitraires^  et  qu'on  détermuift 
ces  trois  quantités  par  les  trois  conditions 

F'(a)=:o,     F\b)=o,     F'(c)  =  o  , . 

m 
1 

*  #     - 

on  aura  une  équation  primitive  singulière  triple ,  qui  sera , 
parconséquent ,  la  primitive  singulière  d'une  équation  du  pre- 
mier ordre,  qui  sera  elle-même  la  primitive  singulière  d'une 
autre  du  second  ordre,  laquelle  sera  enfin  la  primitive  sin— 
gulière  de  l'équation  du  troi^ème  ordre  ^  dont  la  même  équa- 
tion 

F(x,y,a,  i,  c)z=o 

sera  la  primitive  ordinaire  complète  avec  les  tr^  constantes 
arbitraires  a  y  b,  c\  mais  cette  équation  primitive  singulière 
triple  ne  satisfera  ni  à  l'équation  du  troisième  oi'dre  ,  ni  même 
a  sa  primitive  singulière  du  second  ordre. 

Nous  avons  démontré  plus  haut ,   que  les  fonctions  *'(x) , 

^Xy)>  *'(y)>   etc.,  *'(y"~'^)  ont  des  valeurs  infimes  dan< 

\    le  cas  de  l'équation  primitive  singulière  de  la  dérivée ,  dont 

est  la  primitive  ordinaire ,  avec  la  constante  arbitraire  a. 
On  peut  conclure  de  là,  tout  de  suite  ^  que  tout  multi-^ 
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plîcateur  qui  rendra  une  équation  de  Tordre  quelconque  n , 
telle  que 

/•^  +/(x,  y,y--  y"-") = o , 

une  défiyée  exacte  d*une  équation  de  Tordre  inférieur  n—i, 
deviendra  nécessairement  infini  en  vertu  de  Téquation  primi- 
tive singulière  de  la  même  équation. 

Car  soit  M  ce  multiplicateur  :  on  aura  donc ,  par  Tfajrpo- 
tiièse  , 

et  réqaation  primitiTe  sera 
Or, 

♦'(^.:y>y  •  •  •/-")=/"'*'(/'-")+ *'(^.^»y-  •  -y""*')- 

Donc  Jfef  =  ^'  Cy*^*^)  'y  parconséquent  la  quantité  M  de- 
viendra infinie  par  la  substitution  de  la  valeur  de  jrC«— »)  donnée 
par  Téquation  primitive  singulière. 

Cette  conclusion  suit  aussi  directement  de  la  forme  même 
des  multiplicateurs  ,  que  nous  ayons  donnée  dans  la  leçon  trei- 
zième. En  eifet^  si  Téquation  est  du  premier  ordre  ^  comme 

elle  n*aura  qu'une  équation  primitive  ,  telle  qutf 

^(•^*J',  «)  =  o; 
et  tou3  les  multiplicateurs  de  cette  équation  sont  nécessaire- 
ment renfermés  dans  la  formule  — ^,,  }^  *  *a  étant  une 

F  (a) 

fonction  quelconque  de  a  ,  en  supposant  qu'on  substitue  pour 
a  sa  valeur  tirée  de  la  même  équation 
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donc  ,  puisque  Téquation  primitive  singulière  rend  la  fonction 
F'  (a)  infinie  ^  tous  les  multiplicateurs  deviendront  aussi 
^Bnis. 

Si    réquation    dérivée     est    du    second    ordre  >    comizie 

elle  peut  avoir  deu^  équations  primitives  différentes ,  cliacime 
du  premier  ordre  >  telles  que 

P  (^*  y  y  y  >«)  =  <^  >       et       ^{x,y,  y,  i)  =  o  ; 
et  la  formule  générale  des   multiplicateurs  sera 

4>  (ûT,  &)  étant  une  fonction  quelconque  de  a  et  J ,  c'est-à- 
dire^  de  leurs  valeurs  déterminées  par  les  équations  précédentes. 

Or  réquation  primitive  singalière  rend  nulle  chacune  des 
deux  fonctions  dérivées  F' {a)  ,  jP'(ft)  ;  donc  tous  les  multi- 
plicateurs deviendront  infinis  dans  lè  cas  de  cette  étpiation  ; 
et  ainsi   de  suite. 

Par  exemple  ,  l'équation 

qui  est  la  même  que  celle  qu'on  a  considérée  ci-dessut ,  a  , 
pour  l'ua  de  çesmultiplicateKrs,  la  quantité 
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V!ti  supposant  ce  multiplicateur  infini  ^  on  a 

pour  son  équation  primitive  singulière  ;  ce  qui  s'accorde  ay«a 
ce  qii'on  a  déjà  trouvé. 

On  a  donc  ainsi  un  nouveau  moyen  dé  trouver  les  équations 
primitives  singulières  par  les  multiplicateurs. 

Mais^  quoiqu'il  soit  prouvé  que  tout  multiplicateur  doit 
devenir  infini  par  F  équation  j^rimitive  singulière ,  on  ne  peut 
pas  dire  réciproquement  que  toute  équation  qui  rendra  un 
laidtiplicateur  infini ,  sera  une  équatioii  singulière.  £n  eiFét 
la  formule    générale  des  multiplicateurs  étant  pour  le  pre- 

mier  oï^e  —  -^    ^   ,   il  est  évident  que  sa  valeur  peut 
devenir   infinie  sans  que  Ton  ait 

car  pour   cela  il  suffit  que    l'une  ou  l'autre  des  fonctions 
*«  ,  P\y)  9  reçoive  tfne  villetir  infinie. 

Au  reste,  on  peUtse  convaiiiore  au^i  >  par  ce  raisonnement 
fort  simple  ;  que  T équation  primitive  singulière  doit  réndfe 
infini  tout  multiplicateur  d'une  équation  d'un  ordre  quel-- 
conque  n,  de  là  forme 

Car  M  étant  ua  muitipIiGatBur  de  cettb  éifti&tidn,  on  aura 

^[/"^  +/(x,  y,  y..  ./"-•))] = *'(x,  y, y . .  jc«-o)  ; 

et  l'équation  deviendra 
dont  la  primitive  sera 
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a  étant  une  constante  arbitraire. 

Maintenant  T  équation  primitive  singulière  doit  satisfaire  â 
la  proposée 

et  ne  doit  pas  être  comprise  dans  sa  primitive  complète 

Donc  la  valeur  de  ^C«— O^  tirée  de  la  primitive  singulière^ 
étant  substituée  dans  la  fonction  <^  (x,  y,  )/ . .  .y""*^) ,  ne  doit 
pas  la  rendre  égale  à  Une  constante  ;  parconséquent  elle  ne 
devra  pas  rendre  nulle  sa  dérivée  0'(a:,^,  )/. .  .y**""'^). 

Donc  cette  valeur  doit  rendre  nulle  la  quantité 
et  ne  doit  pas  rendre  nulle  la  quantité 

M  [/"^  +/(^>  y>y"  y-'^)]  ; 

ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  qu*autant  quelle  rendra  la  quan- 
tité M  infinie. 

C'est  à-peu-près  de  cette  manière  que  Laplace  a  démontré 
le  premier  cette  proposition  importante  que  d'autres  géo- 
mètres avaient  entrevue  ,  mais  dont  on  n'avait  pas  encore 
donné  une  démonstration  rigoureuse,  f^oyez  son  Mémoire  sur 
les  Solutions  particuli^es,  parmi  ceux  de  l'Académie  des 
Sciences  de  177a. 
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LEÇON     QUINZIÈME. 

Commenù  T équation    primitive   singulière 
résulte  de  V équation  dérivée. 

Jl  A  R  les  principes  que  nous  venons  d'établir ,  on  peut 
trouyer  Téquation  primitive  singulière  de  toute  équation  dé- 
rivée dont  on  connaît  déjà  l'équation  primitive  de  Tordre  im- 
médiatement inférieur^  ou  dont  on  est  en  état  de  trouver 
cette  équation  à  Taide  d'un  multiplicateur. 

Nous  allons  voir  maintenant    comment   on    peut  déduire 
l'équation  prinûtive  singulière  de  l'équation  dérivée  seule. 

Pour  cela ,  il  faut  examiner  ce  que  l'équation  dérivée  de^ 
fient  dans  le   cas  de  l'équation  primitive  singulière. 

Reprenons  le  principe  fondamental  des  équations  primitives 
«ingulières. 

Si 

t 

^  l'équation  primitive  d'une  équation  du  premier  ordre, 
celle-ci  sera  le  résultat  de  l'élimination  de  la  constante  a , 
au  moyen  de  son  équation  dérivée 

relative  i  x  et  ^  ;  et  l'équation  primitive  singulière  sera  le  ré-* 
iiultat  de  rélimination  de  la  même  quantité  a  ^  au  moyen  de. 
l'équation  dérivée 

relative  à  a. 
Supposons  que  l'on  tire  de  l'équatioa 
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la  valeur  de  a  en  fonction  de  x,  y  et  y,  que  je  représenterai 
par  ^(pe^y^y)  -,  et  qu'on  substitue  cette  fonttton  du  Heu  de  a, 
dans  réquation  primitive 

on  aura  une  équation  enx,  y,  y  qui  sera  la  dériyée  de  l\ 
proposée. 

Ainsi ,  en  désignant  simplement  par  9  la  fonction  ^  (x,y,y\ 
on  aura 

pour  l'équation  dérivée. 

Prenons  maintenant  la  dérivée  de  celle-^,  et,    commit  f 
est  une  fonction  dee  variables  jc^  y,  y\  on  aiurâ  cette  équation 

où  l'expression  F'(r,  j»)  est  la  même  cbose  que  le  premier 
membre  de   T  équation  ci-dessus 

si  ce  n'est  qu'à  la  place  de  a  il  jr  a  sa  valeur  ^ ,  tirée  de  cette 
même  équation  ;  d'où,  il  suit  que  l'eltpressidn  dont  ili  agît  sera 
identiquement  nulle  ^  puisqu'elle  est  censée  être  le  résultat 
de  la  substitution  de  la  valeur  de  a^  qui  la  rend  nulle. 

La  dérivée  de  l'équation  du  premier  ordre 

F(x,y,  0  =  0, 

se  réduira  doiic  ^iM^leméùt' à  céllè^i^ 

laquelle  se  décompose ,  comme  Ton  voit^  en  ces  deux^ci, 

ç'=:o,       et      i?"((B)=:o. 

La 
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La  première 

(f>'  =  o,  sayoir,  q)'(x,y,  y)  =  o, 

est  une  équation  du  second  ordre  qui  donne  la  râleur  de  y' 
en  Xy  y  et/. 

Cette  équation  a  pour  équation  primiti?e  ^  égal  i  une  ^^Om^ 
tante  arbitraire  ;  ainsi  * 

>  =  tf,  et  F(jc,jr,<|>)=:ô  ^' 

sont  deux  équations  primitives  du  premier  ordre  de  la  m£m« 
équation  du  second  otdre 

donC|  par  la  théorie  exposée  dans  la  leçon, douzième,  élimi- 
nant ^  de  ces  deux  équations  ^n  aura  Téquation  primitiTe  de 

dans  laquelle  a  sera  la  constante  arbitraire  ;  mais  comme  y' 
n'est  contenue  que  dans  la  fonction  9,  le  résultat  de  cette  éli^ 
mination  sera  le  même  que  celui  de  T élimination,  de  f  ;  par-* 
conséquent  ce  résultat,  sera 

F(x,y,a)  =  o, 

ce  qui  redonne  la  même  équation  primitive  d*où  l'on  était 
parti. 

Considérons  maintenant  Tautre  équation 

celle-ci  satisfait  aussi  ^  comme  Ton  voit^  ila  même  équation  du 
second  ordre  ;  mais  comme  elle  ne  contient  que  les  fonctions 
y  et  y',  cjle  peut  ê^e  regardée  comme  une  équation  primi-* 
tive  du  premier  ordre  de  la  même  équation ,  mais  sans  cons- 
tante arbitraire*  Ainsi  ^  en  éliminant  y  par  le  moyen  de  celle* 

O 
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ci^  et  de  l'équation  du  premier  ordre 

PQPfY^  0  =  0, 

on  aura  une  nouyeUe  équation  primiti?e  da  catte  même  équa« 
tion ,  qui  sera  nécesBairement  diflférente  da  Téquation  pri« 
miti.Ya 

Or ,  comme  la  quantité  j/  n*est  contenue  que  dans  la  fonc- 
tion 9 ,  le  résultat  de  Télimination  de  y\  des  deux  équations 

F'((j>)  =  o,  et  F(x,y,  O  «:  o, 

sera  le  même  que  celui  de  l'éUmination  de  ^j  conune  nous 
l'ayons  déjà  obseryé  plus  haut;  et  ce  résultat  sera  évidem- 
ment le  même  que  celui  de  l'élimination  de  la  quantité  a  def 
deux  équations 

F'(a)=îO,  ttF(x,y,  a)  =  o. 

Donc>  par  ce  qu'on  a  démontré  dans  la  leçon  précédente^' 
ce  résultat  donnera  l'équation  primitive  singulière  de  Téqua-^ 
tion  dérivée  dont 

F(x,y,a)  =  o 

est  l'équation  primitive  ordinaire ,  a  étant  la  constante  arbi-; 
traire. 

D'où  l'on  doit  conclure  que  l'équation 

donnera ,  par  l'élimination  de  y,  la  même  équation  primitiva 
singulière  de  la  proposée  du  premier  ordre 

F(,9,y,<p)=:o, 
qu'on  eût  trouvée  d'aprèà  son  équation  primitiva 

Fix,y^ai=iÇ^ 


/ 
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suivant   les  principes  et  la  méthode  exposé»  dans  la  leçon' 
précédente. 

On  voit  par  là  qu'il  est  toujours  possible  de  mettre  Téqua-* 
tion  dérivée  sous  une  forme  telle  que  .sa  dérivée  donne 
elle-même  immédiatement  Féquation  primitive  singulière ,  s'il 
y  en  a  une;  et  c'est  une  observation  qui  n'avah  point  en- 
core été  faite  jusqu'ici. 

Reprenons  lequatioa  du  premier  casemple  de  la  leçoa 
précédente» 

lan  là  regardant  tomme  une  équation  primitive  dont  a  est  la 
constante  arbitraire  ;  pour  avoir  l'équation  dérivée  Qui  ait  la 
propriété  dont  il  s'agit ,  il  faudra  y  substituer  pour  a  sa  va- 

leur  -^  tirée  de  la  dérivée 

y 

Ainsi  l'équation  dérivée  dont  il  d'^gît  -sera 
£n  prenant  la  dérivée  de  ceÙe-ci ,  on  a 


équation  qui  se  réduit  à  > 

■  i^^f)  if -')  =  ■'■       ■ 

comme  nous  l'avons  déjà  observé  dans  la  ïeçon  douzième*^ 
En  la  mettant  soiis  la  forme 

A 
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on  voit  qu'elle  revient  à 

en  sappoMnt 

et  prenant  pour  ç  la  valeur  de  a  ,  tirée  de  Téquation  prime 
Le  facteur  du  premier  ordre  donne  l'équation 

valeur  qui ,  étant  aubttituéa  dam  FéqualioA  du  premier  ordre  ; 
la  réduit  à 

équation  primitive  singulière ,  comme  nous  l'avons  déjà  trouvée  ; 
car  l'équation  dérivée  que  nous  considérons  ici  ^  est  la  même 
que  réquation 

yv/(x*+y— 6)— jy  — x==o, 

que  nous  avons  considérée  dans  le  premier  exemple  de  la 
leçon  précédente;  mais  sous  cette  forme,  elle  n'aurait  pas 
son  équation  prime  décomposable  en  deux  facteurs. 

Le  facteur  du  second  ordre  -7  —  -^   étant  fait  égal  à 

y    y 

zéro ,  donnera 

r— V 

On  aurait  ai^ssi  facilement  par  ce  facteur  l'équation  primitive; 
car  étant  la  fonction  dérivée  exacte  de  -7 ,  il  donnera  tout  de 
suite  l'équation  primitive  du  premier  ordre 

X 

^  =  a; 
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Ainltipliant  par  sy,   et  prenant  de  nouveau    les   fonctions 
primitiTes ,  il  vient 

€zetc  étant  des  constantes  arbitraires  ;  mais  la  proposée  n*étant 
que  du  premier  ordre ,  ne  peut  avoir  qu'une  constante  arbi-« 
traire  \  il  faut  donc  qu'il  y  ait  une  relation  entre  ces  deux 
arbitraires;  pour  la  trouver  il  &ut  substituer  dans  la  proposée 
les  valeurs  dey  et  y'  tirées  des  équations  primitives  que  nous 
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venons  de  trouver.  Ces  valeurs  sont  et    ,  et  Ton  aura 

«•  — 6  — a:*-l-ç— c"s:o,  et  de  là  c^zc^^b; 
de  «orte  que  l'équation  primitive  sera 

comme  «dessus. 

Il  n'est  pat  même  nécessaire  de  passer  &  une  seconde  équation 

primitive;  car  ayant  trouvé  -7  =a^  il  n'y  a  qu'à  substituer  tout 


X 


de  suite  la  valevr  de  y  =s  -  dans  la  proposée  du  premier  ordre  ^ 

et  Ton  aura  aussi 

x^  .^  6  .^  f^ay  —  a*  =r  o. 

Conddérons  les  équations  du  second  ordre..  Soit  . 

l'équation  primitive  du  premier  ordre  d'une  équation  dérivée 
du  second. 

En  éliminant  a  au  moyen  dé  réquation 

F'{x,y,y)=o, 

on  aura  l'équation  du  second  ordre  ;  et  en  l'éliminant  au  moyen 
de  l'équation 

on  aura  l'équation  primitive  singulière.: 
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Soît  ^  i^>y>y\y)  ou  Amplement  $,  la  yaleur  de  a  en 
fonction  de  x,  y,  y' 9^%  tirée  de  Téquation 

en  substituant  cette  valeur  dans  Téquation  primitive  ^  on  anra 
une  équation  dérivée  de  la  forme 

et  si  on  prend  Téquation  dérivée  de  celle-ci,  il  est  visible  que  la 
partie  F\x^  y^  y'),  relative  à  la  variation  de  x,  y,  y\  sera  iden- 
tiquement nulle,  puisque  la  quantité  ^,  qui  y  est  regardée 
cemme  constante ,  est  supposée  déterminée  par  1* équation  même 

Il  ne  restera  donc   que  Téquation 

qui  se  décompose  en 

(p'  =  o,  et  F'  ((p)  =  o. 

L'équation 

ç'  =  o 

sera  du  troisième  ordre,  et  donnera  la  valeur  dey.  Son  équa- 
tion primitive  sera  évidemment 

en  prenant  a  pour  une  constante  quelconque.  Éliminant  y", 
qui  est  contenu   dans  9 ,   au  moyen,  de  l'équation  dérivée 

on  aura  le  même  résultat  que  par  l'élimination  de  9  ;  c'est-â« 

dire , 

Jp'(«>J'^y.o)  =  o, 
équation  primitive. 

L'autre  équation 

F'(0=o 

donnera  aussi ,  par  l'élimination  dé  y',  le  même  résultat  qne 
par  l'élimination  de  f  «.  et  parconséquent  le  mÊme  résollat  qui» 
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par  rélimination  de  a,  au  mojren  dès  équations 

F'(a)=o,etF(x,jr,y,a)  =  o; 

qui  sont  les  mêmes,  en  y  changeant  a  en^. 

Donc   ce  résultat  sera   l'équation  primitive  sÎBgulière  d% 
l'équation  du  second  ordre  dont 

est  l'équation  primitive  du  premier  ordre; 
L'équation  du  second  ordre 


X 


qjae  nous  avons  conaidérée  dans  les  leçons  précédentes  j  a 
pour  dérivée 

qu'on  jieut  Hiettre  sôus  cette  forme 


(/-0(^-^)=°- 


Le  facteur  ^  —•21  n*étant  que  du  même  ordre  que  la  pro- 
posée^ donnera,  par  réiimiftatî&n  de^^  une  élfuation  primitive 
aingfdièréi  de  ceU&Moi  ;  car  en  laiflant 

y"-^  i.  =cDo-on  a  y"=?:^, 

•^  X  '         '^         X 

♦        •  »       •  ,  » 

...  ... 

valeur  qui  éta^  substituée  dans  la  proposée,  donne 

^x    •'  • 

comme  nous  l'avons  trouvé  dans  là  Ifcçon  précédente. 
L'autre  facteur  doniléra  l'équàdon  du  troisième  ordre 

y—  1.  =o. 
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qui  étant  divisée  par  x,  a  pour  primitive  du  second  ordre. 

X         a 

a  étant  une  constante  arbitraire  ;  celle-ci  donne 

If      ^ 
substituant  cette  valeur  dans  la  proposée^  on  a   ' 

équation  primitive ,  comme  on  Ta  vu  dans  la  leçon  citée. 

Le  même  procédé  s'applique  aux  équations  ^*un  ordre 
quelconque  ;  et  Ton  en  peut  conclure  ,  en  général ,  que  toute 
équation  dérivée  est  susceptible  d'ûM  formét  telle  que  sa 
dérivée  ait  '  deux  facteurs  ,  dont  l'un  réponde  à  Téquation 
primitive  ordinaire  ,  et  dont  Fautre.dpnpe  immédiatement 
l'équation  primitive  singulière^  s*il  y  en  a  une;  ce  qui  jette 
un  nouveau  jour  sur  la  nature  des  équations  primitives  singu- 
lières :  car  il  est  évident  que  les  deux  facteurs  de  Féquation 
dérivée  étant  indépendans  l'un  de  l'autre^  doivent  satisfaire 
chacun  .en  particulier  à  cette  équation  ^  et  ^  pârconséquent 
aussi  à  son  équation  primitive  proposée. 

En  même  temps  on  voit  que  le  facteur  qui  donne  l'équatioa 
primitive  singulière ,  et  qui  est  du  même  ordre  que  la  proposée, 
ne  pourra  pas  satisfaire  aux  équations  des '-'ordres  supérieurs, 
puisqu'il  ne  «atisfait  pas  à  celle  qui  résulte  de  l'autre  facteur, 
et  qui  contient  seule  les  fonctions  dérivées  â'un  ordre  plus 
élevé  que  la  proposée. 

Je  censidère  maintenant  que ,  comme  tonte  équation  dérivée 
lu  premier  ordre,  telle  que 

ne  peut  être  que  le  résultat  de  l'élimination  de  la  constante 
arbitraire  a,  au  moyen  de  V  équation  primitive 
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et  de    sa  dérivée 

^nsi  que  nous  Tayons  vu  dans  la^  leçon  douzième  ^  et  que 
l'équation 

est  déjà  le  résultat  de  cette  élimination  par  ce  que  nous  avons  dé- 
montré plus  haut;  il  suit ,  de  la  théorie  connue  de  rélimination , 
que  si  les  deux  équations 

ne  sont  pas  identiques,  elles  ne  peuvent  différer  que  par  un 
facteur  qui  affectera  Tune  des  deux ,  et  qui  né  pourra  être 
qu'une  fonction  de  x,  y  et  y. 

Supposons  donc  que  ifcfsoit  un  pareil  facteur^  ensorte  quon 
ait  réquation  identique 

Ou  aura  donc  en  prenant  les  fonctions  dérivées' 

/  (x,jr,y  >=  MxF'(x,^,  <p)  +  ilf'xF(ar,  j,  (p) , 

mais  nous  avons  déjà  vu  que  la  dérivée  de  F(  x,^,  ^)  se  réduit 
à  ^'JP'(^);  donc  substituant  ^'Ffjp)  pour  F'Cx,^,  ^),   et 

mettant  à  la  place  de  F  (  j:  ,  ^/<p  )  sa  valeur 'î-^ — '^'^^  \  on 
aura*  -  of-;;  * 

M' 

fi^,  y,y  ) = ^  X  F'c*)  X  vf+ ^  y<ns,y,yy, 

c'est  la  forme  générale  de  la  dérivée  de  la  fonction/(x,  jf,yi) 
qui  est  le  premier  membre  de  Téquation  proposée. 

On  voit  par  là  qu'étant  proposée  l'équation  du  premier 
ordre  *   , 
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on  pourra  satisfaire  à  sa  dérivée      *.• 

indépendamment  de  la  valeur  de  y ,  par  le  moyen  de  Féqua- 
tion  du  même  ordre 

F'  (^)  =  o, 

combinée  avec  la  proposée;  de  sorte  que  ces  deux  équations 
pourront  être  regardées  également  comme  des  équations  pri- 
mitives du  premier  ordre  de  la  même  équation  dérivée 

du  second  ordre.  Parconséquent  il  n'y  aura  qu*à  éliminer 
^'  entre  elles  pour  avoir  une  équation  primitive  dé  la  proposée , 
laquelle  ne  sera  qu'une  primitive  singulière ,  comme  nonl 
Tavons  démontré  ci-dessus. 

Maintenant  si,  dans  la  fonction  dérivée^"' (a:,j/,  y'),.on 

sépare  la  partie  affectée  dey /elle  devient  y/"  (y)  +f^(oPjy), 

suivant  la  notation  que  nous  avons  adoptée.  Ainsi  la  dérivée 
de  Téquation  proposée 

sera 

et  il  est  visible  qu'on  ne  peut  satisfaire  à  cette  équation  ihdé- 
pendamment  de  la  valeur  de  y" ,  qu'en  égalant  séparément 
à  zéro  les  deux  fonctions/'  (y)  «t/'  (^>^>)>  ^  est  facile 
de  voir,  en  effet,  par  la  comparaison  de  l'expression  précé- 
dente de/'  (p^^y^y)  avec  la.  forme  générale  trouvée  ci-dessus> 
que  les  deux  équations 

« 

.F'(.9)=o,f(ix,y,y)=o 
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emportent  ces  deux-ci , 

et  réciproquement. 

On  aura  donc  Téquation  primitive  singulière  de  la  proposée; 

en  faisant  dans  sa  dérivée 

ff  (y )  +/  ix,y) ^o;  . 

les  deux  équations  séparées 

et  éliminant  la  fonction^  au  moyen  de  la  proposée.' 

Si  les  deux  résultats  donnent  la  même  équation  entre  x 
et  y,  ce  sera  l'équation  primitive  singulière  ;  sinon  ce  sera 
une  marque  que  la  proposée  n'admet  pas  d'équation  primitive 
de  cette  espèce. 

Lorsque  les  deux  fonctionsy^  (y  )  et/'  (a; ,  ^)  ont  un  facteur 
commun^  ce  facteur  égalé  à  zéro,  rempKt  les  deux  condi- 
tions ,  et  donne  l'équation  primitive  singulière  par  l'élimination 

de  y  y  au  moyen  de  la  proposée  :  c'est  le  cas  où  celle-ci 
est  de  la  forme 

comme  nous  l'avons  vu  au  commencement  de  cette  leçon.  Il 
y  a ,  au  reste  ,  une  forme  plus  générale  que  celle-ci ,  où  la 
dérivée  est  toujours  décomposable  en  deux  facteurs  dont  l'un 
donne  l'équation  primitive  singulière  ;  nous  en  parlerons  plus 
bas. 

L'équation  du  premier  ordre 

ya  (a:»  — i)«..flxyy  — x*  =  o, 

qui  est  la  même  que-npus  avons  considérée  au  commen- 
cement de  cette  leçon,  mais  multipliée  pary%  a  pour  dérivée 
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On  voit  ici  que  les  deux  fonctions  y  (x*  — 6) —  ay  et 
yy^^  X ,  n'ont  aucun  facteur  commun  ;  cependant  ,  sî  on 
les  fait  chacune  séparément  égale  à  zéro  >  elles  donnent  ces 

deux  valeurs  dey-,  savoir,  '  ^,  et—  -,  qui  étant  subitf^ 

tuées  dans  la  proposée,  donnent  ces  deux-ci  ^ 

P^+  a:*  =  o, y +x  =0, 

lesquelles  se  réduisent  à  la  même,  savoir. 

Ainsi  cette  équation  est  la  primitive  singulière  de  la  propo-  ' 
sée ,  comme  nous  Tavions  déjà  trouvé. 

Je  remarque  maintenant  que  Téquation  du  premjier  ordre 
ayant  pour  dérivée 

donne  en  général 

Mais  nous  venons  de  voir  que ,  dans  le  cas  de  Téquatlon 
primitive  singulière,  on  a  séparément 

donc  on  aura,  dans  ce  cas, 

y=-o'    ■ 

ce  qui  donne  cette  règle  générale  et  fort  simple  pour  trouver 
réquation  primitive  singulière  de  toute  équation  du  premier 
©rdre,  lorsqu'il  y  en  a  une. 
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Cherchez,  en  prenant  les  fonctions  dérivées,  la  valeur 
de  la  fonction  seconde  y'* ,  et  supposez-la  égale  à  zéro  divisé 
par  zéro ,  [vous  aurez  deux  équations  en  x ,  y  ^t  y' ,  qui , 
étant  combinées  avec  la  proposée,  donneront,  par  l'élimination 
de  y  ,  deux  autres  équations  en  x  et  y.  Si  elles  ont  un 
facteur  commun ,  ce  sera  Téquation  primitive  singulière  de 
la  proposée. 

On  peut  appliquer  ce  procédé  à  l'exemple  que  nous  avons 
traité  ci-dessus. 

Soit  encore  l'équation  du  premier  ordre 

sa  dérivée  sera 
d'où  l'on  tire 

Faisant  cette  e:q>rtssion  =:  - ,  on  aura  les  deux  équations 

iÇ)/»—jy— 30^=0,  axy'---3y=:o; 

d'où  il  faudra  éliminer  y  par  le  moyen  de  la  proposée.  La 
seconde  donne 

J^       ax' 

é 

cette  valeur  substituée  d'abord   dans    la    première  ,  donne 
celle-ci 

et  sq))8tituée  dans  la  proposée,- elle  donné 
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ces  âeiue  équations  se  réduisent ,  comme  l'on  voit ,  Tune  et 
l'autre  à  ceUe«-ci 

qui  sera ,  pareonséquent  ^  l'équation  primitive  singulière  de  la 
proposée. 

On  peut  s'en  assurer,  en  effet,  par  l'équation  primitiie 
qui  est 

y  —  ax =o, 

où  a  est  la  constante  arbitraire.  Sa  dérivée  relative  à  a,  sera 

laquelle  donne 

a*  =  X  e  t  a  =  j/ a:  ; 

et  l'équation  primitive  devient ,  par  la  substitution  de  cette 
valeur, 

y— -au:|/ax=30,  ouy,— ^^^fc^o; 

la  même  que  nous  venons  de  trouver. 

Il  est  facile  de  voir,  par  l'expression  générale  de j^,  que 

non-seulement  cette  expression  devient  -  en  vertn  de  Téqua* 

tion  primitive  singulière ,  mais  que  les  expressions  des  fonctions 

suivantes^*,  y,  etc.  deviendront  aussi  -  enles  réduisant  d'abord 

en  simples  fonctions  dey^y",  etc.,;tiréesde  l'équation  proposée, 
et  substituant  ensuite  la  yaleur  de  ^  en  a?,  donnée  par 
l'équation  primitive  singulière. 

On  peut  regarder  cette  propriété  de  l'équation  primitÎTe 
singulière  ^  comme  son  vrai  caractère  distinctif  «  et  l'an  peut 
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se  convaincre  d'ailleurs  que  son  existence  dépend^  en  eiFet^ 
de  ce  que  les  valeurs  des  fonctions  y,  ^'*,  etc.,  des  ordres 
supérieurs  à  la  proposée,  demeurent  indéterminées. 

Car  si  ces  valeurs  ne  devenaient  pas  indéterminées  dans 
le  cas  de  l'équation  primitive  singulière ,  on  pourrait ,  dans 
ce  cas  même,  employer  la  formule  générale  domiée  dans 
la  leçon  douzième 

y=y-+yx+y'  ^  +y*  ^  +etc.; 

dans  laquelle  y,  y^,  y^,  etc.  sont  les  valeurs  qui  répondent 
à  a;  =  G  ;  et  la  quantité  y*,  qui  est  la  constante  arbitraire , 
recevrait  alors  une  valeur  particulière  dépendante  de  cette 
équation  ;  de  sorte  qup  la  valeur  de  ^  en  x,  au  lieu  d*être 
une  valeur  singulière,  ne  serait  plus,  contre  l'hypothèse,  qu'un 
cas  particulier  de  la  valeur  générale. 

Il  arrive  donc  ici  ce  qui  a  lieu  dans  les  formules  géné- 
rales, lorsqu'il  y  a  des  cas  qu'elles  ne  peuvent  pas  représenter: 
elles  donnent  alors  zéro  divisé  par  zéro  ;  c'est,  pour  ainsi  dire, 
le  moyen  que  l'analyse  emploie  pour  échapper  aux  contra^ 
dictions;  les  racines  imaginaires  n'indiquent  pas ,  à  proprement 
parler ,  une  contradiction ,  mais  une  impossibilité. 

Cette  théorie  s'applique  également  aux  équations  des  ordres 
supérieurs  au  premier,  et  fouriiit  des  conclusions  semblables. 

£n  représentant  par 

l'équation  primitive  du  premier  ordre  d'une  équation  du 
cond  ordre,  nous  avons  vu  que  celle-ci  peut  sç  réduire  à 

%t  (pie  sa  dérivée  sera  alors 
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Or  quelle  que  puisse  être  la  forme  sous  laquelle'  tine 
équation  proposée  du  second  ordre  pourra  se  présenter,  cotûme, 
en  dernière  analyse ,  elle  doit  toujours  étr«  le  résultat  de 
la  même  élimination  qui  donae  Téquation 

il  s'ensuit  qu'elle  ne  pourra  être  que  celle-ci  multipliée  par 
une  fonction  quelconque  du  même  ordre  ou  d'un  ordre 
supérieur* 

Ainsi»  ai  l'équation  proposée  est 
on  aura  nécessairement 

il/ étant  une  fonction  de  x,y,y,y''. 

De  là  ,  en  prenant  les  fonctions  dérivées  ,  et  mettant 
F'(<p)  X  <p'  pour  F\x,y,y',  ç),  on  aura>  comme  plus  haut, 
l'équation 

D'où  il  est  aisé  de  conclure  que  l'on  pourra  satisfaire  à 
la  dérivée 

f'i^,y,y,y")  =  o 

de  la  proposée ,  indépendamment  de  la  valeur  de  la  fonction 
tierce  jr*^  au  moyen  des  deux  équations  du  second  ordre  ^ 

dont  la  seconde  est  la  proposée;  et  qu'on  aura  l'équation 
primitive  singulière  de  celle-ci,  en  éliminant^''  des  mêmes 
équations.  Or  la  dérivée  de  la  proposée  étant  de  la  forme 

y'fiy'^+fi^.y.yj^o. 

on 
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oh  n'y  peut  sâtisfaîi'e,  indép'eïidàiiiméht  dé  là  valeur  dé  3^*, 
que  par  les  Aé\ïx  équations  séparées 

Il  faudra  donc  éliminer ^^  dé  chacufié  de  ces  deux  équations^' 
au  moyen  de  la  proposée 

et    si  les  dsux  résultats  doiliiëhi:   Une  même  équation  ,    ce 
sera  Téquation  primitive  singulière  de  la  proposée. 

■  On  voit,  en  même  temps  >  que  puisqu'on  a,  en  général^ 

les  deux  équations  dont  il  s'agit  rendent  la  valeur  de  j^**  égale 

à  -  ;  de  sorte  que  Ton  peut  regarder  k  cohditibn  dey^z^  - 

comme  celle  qui  détermine  l'équation  primitive  singulière  <îè 
la  proposée  du  second  prdre. 

En  appliquant  les  mêmes  principes  aux  éqUatioiiS  d!ub  ortlre 
quelconque  n*"*',  on  en  conclura  que,  pour  trouver  son  équa- 
tion primitive  singulière ,  si  elle  en  a  une ,  il  faudra  tirer  de 
sa  dérivée,  la  valeur  de  la  fonction ^C«+0  de  l'ordre  suivit, 

et  la  faire  =  -,  en  égalant  séparément  le  numérateur  et  le 

dénominateur  à  zéro  ,  et  élitolflér  ënsiiitë  de  ces  deux  équa- 
tions la  fonction  j^C*^  au  moyen  de  la  proposée. 

Si  ces  deux  éliminitions  donneirt  uà  même  tééfulfât,  eé  èeti 
l'équation  cherchée. 

Nous  avons  vu  plus  haut ,  que  l'équation  du  second  ordre 


,Vl^ 
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a  pour  dérivée  une  équation  résoluble  en  facteurs  dont  Tuii 

qui  n'est  que  du  second  ordre ,  donne  sur-le-champ  l*équa-  ] 

tîon  primitive  singulière  par  rélimination   dey".    Mais  si  la  j 

même  équation  était  proposée  sous  la  forme  | 

sa  dérivée 

ne  présenterait  plus  de  facteur. 
Or  elle  donne 


y  = 


»_    y  —^ 


Égalant  à'zéro  séparément  le  numérateur  et  le  dénominan 
teur^  on  a  ces  deux  équations^ 

y* —  i  =  o ,       et      xy"  —-y  =  o. 

La  première  donne  y  =  d:  i  ;  ce  qui  étant  substitué  dans 
la  proposée;  donne 

a  (x  ±Ly'  )  =  o  ;  ou  y*— a:V=G.' 
La  deuxième  donne 


—  -i-  +x=  o^  savoir, y*— ce*  =ro. 


.a 

X 

dont  la  substitution  dans  la  proposée  ^  donne 

Ainsi  cette   équation  est  la  primitive  singulière  de  la  pro- 
posée y  comme  nous  l'avons  déjà  trouvé. 

Considérons  encore  l'équation  du  second  ordre 
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Prenonfi  les  fonctions  dérivées  pour  ayoir  la  valeur  de  y*^y 
t>n  trouvera 

te' est-à-dire , 

d'où  l'on  voit  que  y^  deviendra  -  en  égalant  à  zéro  le  facteur 
par  lequel  il  est  multiplié. 

On  aura  ainsi  cette  seule  condition 

—  +  »(/ —  «/ )  a:  —  a/  ==  o , 
d'où  Ton  tire 

v^  —  4îyl±£* 

Cette  valeur  étant  substituée,  dans  la  proposée,  donnera 
l'équation  singulière 

laquelle  6e, rédiiit  tout  de  suite  à  celle-ci 
L'équation .  du  troisième  ordre 

t  ^  ~   ■   ■ 

que  nous  venons  de  trouver  pour  la  dérivée  d«   la  propoiée 
du  second  ordre,  donne  naturellement 
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4'oùrontire  succeasivement  paries fonctionsprimitiyes; 
et 

a,  b,  c  étant  des  constantes  arbitraires  ^  relatiTemest  à  l'équa- 
tion 

y  =o; 

mais  comme  la  proposée  n'est  que  du  second  ordre  ,  elle 
aura  une  constante  arbitraire  de  moins;  et  en  y  substituant 
les  valeurs  précédentes  dey,  y\y",  elle  devient 

c  —  Ja—a*  =  o; 

ce  qui  donne  Gz=i^  -^  b\Ae  manière  que  l'équation  primitive 
en  a;  et^  devient 

comme  on  l'a  vu  plus  haut. 

Ainsi,  dans  ce  cas,  les  deux  facteurs  de  la  dérivée  de> 
l'équation  proposée,  dônneiat  directement;  Tun,  l'é^^atioÂ 
primitive  singulière  du  premier  ordre  ;  l'autre ,  l'équation  pri- 
mitive en  X  et  ^ ,  comme  nous  l'ayons  ^éjà  vil  ci-dessus  dans 
un  autre  exemple. 

Nous  avons  vu ,  au  commencement   de    cette  leçon ,   que 
l'équation  dérivée  d'une  équation  primitive 

peut  être  représentée  par 

Fi^>y>  0—  o. 
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OÙ  ^  est  mis  pour  (p  (jx^y^y')  ^  cette  fonction  étant  la  valeur 
de  a ,  tirée  de  réquation   prime 

F\x,y)=o', 

«t  nous  avons  vu  en  même  tems  que  Téquation  primitive 
singulière   rend  la  fonction  F '(9)  nulle. 

Supposons^  ce  qui  est  toujours  possible  ^  que  Téquation  dé- 
rivée proposée  soit  réduite  à  la  forme 

donC;  si  dans  l'équation 

on  substitue  à  la  place  de^'  sa  valeur — fi^jy)»  elle  de- 
viendra nécessairement  identique  ;  parconséquent  ses  deux 
équations  dérivées  relatives  Tune  à  x  et  Tautre  ky^  auront  lieu 
chacune  en  particulier. 

On  aura  donc  ainsi,  puisque  la  quantité  y  n*est  conte- 
nue que  dans  la  fonction  ^ ,  ces  deux  équations ,  dans  les- 
quelles F\x) ,  FXy)  et  F'((p)  dénotent,  comme  à  Tordinaîre; 
les  fonctions  dérivées  de  F  (pi:, y,  ^),  prises  relativement 
à>,j^et  (p, 

r  (X)  -  F'  ((p)x  ^'  (/)  X  /'  (X)  =  0 , 

F'  (y)  -  F^  W  X  ^'  (y>  X  /  (>)  =  o  , 
d'où  l'on  tire 

Or  l'équation  priraitiT«  smgulière  rend 

F'(<p)  =  o; 
donc  elle  rendra  ioEnie  les  deux  fonctiont  fQc)  ety*(y}.' 
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Ce  qui  fournit  un  caractère  fort  simple  pour  reconnaître  si 
une  valeur  qui  satisfait^  sans  constante  arbitraire^  à  une  équa- 
tion dérivée  donnée^  est  une  valet^  singulière  ou  simple- 
ment un  cas  particulier  de  la  valeur  générale. 

Cette  propriété  peut  servir  aussi  à  trouver  les  valeurs  sin- 
gulières dont  une  équation  dérivée  est  susceptible  ;  car  si  Té— 
q^ation  qui  rend/'(a;)  et  fXy}  infinies  ^  satisfait  eo  même 
tems  à  la  proposée 

elle  en  sera  l'équation  primitive  singulière. 
L'équation , 

y- 


qu'on  a  déjà  considérée  plus  haut ,  donne 


d'où  l'on  tire 


f(.x,y)—       v/(x»-j-y»  — 6)  — V* 


f(x)  =  ~ 


yi^+y'—b)—y 


UT 

''"l/(^+^-*)xCi/(x»-f-y~*)-jr3»» 

f^y^  ~  ~  ^^  (X»  +  y»-6)  X  CV  (.X-  +/—  i)  -yj 
Ces  deux  quantités  deviennent  infinies  par  la  supposition  d» 

ainsi   que    par    celle  de 
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la  première  donne 

X* — 6  =  0, 

Tàleiir  qui  ne  peut  satisfaire  à  la  proposée  qu'en  faisant 
la  seconde  donne 

équation  qui  satisfait  à  la  proposée^  et  qui  en  est,  parcon- 
iéquent ,  Féquation  primitive  singulière  ,  conune  pn  Ta  déjà 
vu  plus  haut. 

Appliquons  la  même  théorie  aux  équations  du  second  ordre  ; 
on  a  vu  qu'elles  peuvent  être  représentées  par 

en  supposant  que 

^(^^y^y^  û)  =  o, 

soit  l'équation  primitive  du  premier  ordre ,  et  que  ^  ou  ^  {pc^y^y') 
soit  la  valeur  de  a  tirée  de  l'équation  prime 

On  a,  vu  en  même  tems,  que  l'équation  primitive  singulière 
est  donnée  alors  par  l'équation  ^ 

F' W  =  o. 

Supposons  maintenant  que  l'équation  proposée  soit  réduite 
à  la  forme 

Donc,  si  dans  l'équation 
on  substitue  pour  y\  sa  valeur  — /(^^,y) ,  on  aura  une 


1 


^Ssi  Ç  A  L  C  V  ^ 

équation  identique  dont^  parconséquent^  la  dérivée  aura  liea 
par  rapport  à  chacune  des  variables  or,  y^  y'  en  particulier. 

Ainsi ^  cGonme  la  fonction  y"  nçst    çox^te^ue  qi^e    dans  I4 
fonction  9,  on  aura  ces  trois  équations  : 

r  (X)  -  F'  (?)  X  ç'  (/)  X/'  («)  =  0  , 
F'  (jy)  -  F'  (?)  X  ^«  (/)  X  /  (J-)  =  o  , 

r  (y)  r-  r  (♦)  X  «'  (y)  x  /  (/)  =  o  j 

d'où  Ton  tire 

"^^^==nf>xf'(y>* 

/  ^^j-F'(rtx^(y)* 

L*équation  primitive  singulière  étant  donnée  par  Véquation 
il  s'ensuit  qu'elle  rendra  inÇniea  les  trois  fonctions  dérivées 

/  (^) ,  /  (.y) .  f  iy') .  etc. 

En  général,  on  pourra  prouver  de^  1^  même  ^lanière,  que 
si  l'on  a  une  équation  de  Tordre  nf"^*,  réduite  à  la  forme 

son  équation  primitive  singulière  rendra  infinies  les  fonctions 
dérivées  f(x) ,  fiyXfi^h.  ^'  >  jusqv  a  la  suivante  ,^  in- 
clusivement ,  f  (  J'^""*^). 

Pour  confirmer^  à  posteriori ,  ce  que  nous  venons  de  dé- 
montrer^ considéroi^  une  équation  du  premier  ordre  ,  telle 
que 


/ 
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à  laquelle   satisfasse  une  valeur  singulière  de  y ,  que  nous 
désignerons  par  X,  fonction  de  x. 

Oa  aura  doncj  par  Thypothèse^ 

et  pour  que  la  yaleur  X  ne  soit  pas  comprise  parmi  les  valeurs 
de  y  y  données  par  l'équation  primitive^  il  faudra  qu'en  sup- 
posant, en  général, 

z  étant  une  nouvelle  variable  ,  la  valeur  de  z ,  tirée  de  l'équa- 
tion  priiOiitiye  ordinale,  ne  puisse  )amais  être  nulle. 

Substituons  donc  X-^z  slix  lieu  de  y  dans  l'é'quation  pro- 
posée^ on  aura 

X'  ^%'  +f{pQ,  jï  +  z)  =  G, 

Développons  la  fonction /*(x,  X+  a)  suivant  les  puissances 
de  £  ;  on  aura  généralement ,  en  rapportant  les  fonctions  dé- 
nvées  £^  la  seule  variable  Xy 


2* 


/(^,  -Ï+  *)  =/(^,  X)  +  zf  (jÇ)  +-/"(X)  +  etc.  -, 

donc ,    faisant    cette    substiti^tion.,   o.q  aur^ ,,   i    cause    de 

X'+/(x,X)=o, 
réquation 

»'Ht,  */  (Jï)  -f  --/"  (X)  4"  etc.  =  o, 

qui  servira  a  déternûner  z  UkiO^. 

Or,  si  la  quan)it4  z  poujfait  devenir  nyHe^  elle  pourrait 
aussi  être  très-petite. 
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Supposons-la  d'abord  très-petite ,  et  cherchons-en  la  valeur 
par  approximation. 

Pour  cela,  on  négligera  d*abord,  vis-à-yis  du  terme  qui 
contient  z,  les  suivans  qui  contiennent  a*,  z^,  etc.  ,  comme 
étant  beaucoup  plus  petits,  et  Ton  aura,  poui;  la  première 
approximation^  Véquation 

laquelle  étant  divisée  par  2 ,  a  pour  équation  primitive 

lz+jl  =  k, 

en  prenant  X  pour  la  fonction  primitive  de  /*'  (X)  ,  prise  par 
rapport  à  la  variable  x,  dont  X  est  une  fonction  donnée, 
et  k  pour  une  constante  arbitraire  ;  de  là  ori  tire 

z  =  c^*"*^^  =  e* X e^;^  =:  ae^^ 

en  faisant  a  =  e*. 

Ayant  ainsi  la  première*  valeur  approchée  de  a,  on  la  subs- 
tituera dans  les  termes  négligés,  et  on  pourra  trouver  un« 
seconde  valeur  plus  approchée  ,  et  ainsi  de  suite. 

De  cette  manière ,  la  valeur  de  z  contiendra  la  constante 
arbitraire  a,  et  elle  deviendra  nulle  en  faisant  «  =  o;  par- 
conséquent  X  ne  sera  pas  une  valeur  singulière ,  contré  Thy^ 
pothèse. 

On  doit  conclure  de  là  que ,  pour  que  X  soit  une  valeur 
singulière  non  comprise  dans  la  valeur  générale,  il  faut  que 
le  développement  de  f  (pc  ,X-f-a)  contienne  d'autres  puissances 
de  z  que  les  puissances  entières  et  positives. 

Supposons  donc  que  ce  développement  donne,  en  général, 
/(x,  A" 4.  a)  =/(x,  X)  +  Pa"  +  Ça»  +  etc.  ^ 
m,  n,  etc.  étant  des  nombres  quelconques  qui  vont  en  awg- 
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mentant,  et  P,  Ç,  etc. ,  des  fonctions  de  x  ;  on  aura  Téqua- 

tion  en  ;& 

gf  +  Pz^  +  Ça»  +  =  o.     , 

On  aura   donc    aussi,  pour  la  première  approximation» 
équation  qui ,  étant  divisée  par  z"* ,  a  pour  équation  primitivo 


1 — m 


+  r=^k, 


en   prenant  F'  pour   la  fonction  primitive  de  P ,  et  ft  pour 
la  constante  arbitraire. 

Or ,  pour  que  X  soit  une  valeur  singulière  de  y  y  il  faut 
que  la  valeur  2=0,  qui  y  répond,  ne  puisse  pas  être. con- 
tenue dans  cette  équation ,  en  donnant  à  k  une  valeur  quel- 
conque constante. 

Il  faut  donc  que  Texposant  1  —  m  de  z ,  soit  un  nombre  po- 
sitif; car ,  s'il  était  négatif,  z*"""  deviendrait  infini  lorsque 
2  =  0,  et  répondrait  à  la  supposition  de  k  infini. 

S'il  était  nul ,  on  aurait  le  cas  que  nous  venons  d'examiner , 
où  m  =  1 ,  et  où  2=0  répond  aussi  à  k  infini. 

Au  contraire ,  lorsque  1  —  m  est  positif ,  a  =  o  donne  aussi 

et  r  équation  devient  alors 

laquelle  ne  peut  pas  subsister ,  parceque  la  valeur  de  k  ne  serait 
plus  constante. 

Donc ,  pour  que  X  puisse  être  une  valeur  singulière  dej^ , 
il  faut  que  le  développement  def(x,  X  +  z)  contienne  une 
puissance  a"*  dans  laquelle  m<^i.. 

En  considérant  la  fonction /(x,  y),  son  développement  * 
lorsqu'on  y  met^  +  »  à  la  place   de  y ,  est,  en  général 
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/(•^>  y)  +  ^f  (y)  "+■  ^^^'  >  ^^^^  »  suivant  la  théorie  que  non» 
avons  exposée  dans  la  leçon  huitième ,  pour  que  ce  dévelop» 
pement  donne,  dans  le  cas  de^=X,  une  puissance  de  ^ 
moindre  que  la  première,  il  faudra  que,  dans  ce  cas ,  la  va-* 
leur  de  fXy) ,  c'est-à-dire  ,  de  /'  (X),  deviens  infinie. 
Or  Téquation  proposée  donne 

et,  prenant  les  fonctions  dérivées  ,• 

y  =  -/'(x)  -yfCy)  =  -fi^)  +/(>)  Xfix.y)  ; 
donc  ; 

Parconséquent  on  aura ,  lorsque  ^  =  X, 

fXy)=  co  etf(x)=co, 

comme  nous  l'avons  trouvé  par  la  nature  même  des  équations 
dérivées. 

Dans  l'exemple   ci-dessus  ^  où 

la  valeur  singulière  de  j' est  i/(6 — x^)  ',  ainsi 

et  substituant  i/(i  —  :f*)  -{-  z  à  la  place   de  y  ,  Aa  fonction 
dont  il  s'agit  devient 

X 


y  [as  K  (^  —  -^O  +  2i*J—  K (^— x»>  —  z' 
laquelle  étant  développée  suivant  les  puissances  de  z ,  donns 


H 3  —  etc.  y 


^/^b-x^}^  ^y_^^i 
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t>ù  l'on  voit  que  le  second  terme  du  développement  contient 

la  puissance  |/2 ,  dont  l'exposant  -  est  moindre  que  l'unité. 

D'ailleurs ,  nous  ayons  déjà  vu  que  les  valeuiB-  de  f  (j^) 
et  f  (jx)  deviennent  in&nies  lorsque 

j^*-f.x*  —  J=o. 

L'analyse  par  laquelle  nous  venons  de  prouver  que  le  dé- 
veloppement de  f  (x,  y  -^  z)  doit  contenir  uoe  puissance  de  z> 
moindre  que  la  première,  lorsqu'on  donne  à  y  une  valeur 
singulière ,  est  due  à  Euler  qui  a  donné  ainsi  le  premier  cri— 
taire  général  pour  reconnaître  si  une  valeur  qui  satisfait  à  une 
équation  différentielle,  est  ou  non  une  valeur  singulière  non 
comprise  dans  l'intégrale,  f^oyez  le  premier  volume  de  son 
Calcul  intégral^  problème  7a. 

Il  testait  à  déduire  de  là  la  règle  que ,  dans  ce  cas  ^  la 
valeur  de  f\y)  devient  nécessairement  infime  ;  c'est  ce  que 
Laplace  a  fait  depuis  dans  le  Mémoire  déjà  cité  sur  les  so- 
lutions particulières  des  équations  différentielles,  imprimé 
dans  le  Recueil  de  l'Académie  des  Sciences ,  pour  l'année  1773*; 
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LEÇON     SEIZIÈME- 

Equations  dérivées  qui  ont  des  équations  pri-^ 
mitives  singulières  données,  uinalyse  d'une 
classe  adéquations  de  tous  les  ordres,  qui  ont 
toujours  nécessairement  des  équations  primi-^ 
tîves  singulières. 

Î3l  les  équations  primitives  singulières  ont  moins  d^étendn^ 
que  les  équations  primitives  proprement  dites  ^  parcequ'elles 
ne  renferment  aucune  constante  arbitraire,  on  peut  les  re- 
garder, sous  un  autre  point  de  vue ,  commq  plus  générales 
que  celles-ci ,  parcequ*une  même  équation  primitive  singu^ 
lière  peut  répondre  à  une  infinité  d'équations  déiivées;  et 
c'est  un  problème  indéterminé  de  trouver  une  équation  dé- 
;rivée  qui  ait  une  équation  primitive  singulière  donnée.  Comme 
ce  problème  est  curieux,  et  qu'il  peut  être  utile  dans  plu- 
sieurs occasions,  nous  allons  en  donner  ici  une  solution,  pour 
servir  de  complément  à  notre  théorie  des  équations  primitive» 
singulières. 

Représentons  par 

une  équation  primitive  entre  a: ,  ^  et  deux  constantes  a  etb  , 
dont  l'une  soit  une  fonction  quelconque  de  l'autre  ,  ou  qui 
dépendent ,  en  général',  l'une  de  l'autre  par  l'équation 

(p  (a,  ft)  =  o. 

On  aura  l'équation  dérivée  qui  en  résulte,  en  éliminant  ces 
deux  constantes  au  moyen  des  trois  équations 
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Donc ,  si  on  tite  des  deux  premières  les  valeurs  de  a  et  &  en 
fonctions  de  x,  y^  y ^  et  qu'on  désigne  ces  valeurs  par 

on  aura  Téquation  dérivée  en  substituant  ces  fonctions  à  la 
place  de  a  et  &  dans  l'équation  de  condition 

4>  (a,  i)  =:  o. 

Ainsi ,   en  mettant  simplement  9  et  4  pour  les  fonctions 
dont  il  s'a^t^  Véquation  dérivée  sera 

4>(ç,  4)=o. 

Donc  y  réciproquement^   toute   équation    dérivée  de  cette 
forme  aura  pour  équation  primitive 

•  les  deux  constantes  a  et  6  étant  liées  par  l'équation 

4>(a,  i)=:o. 
Et  Ton  aura  en  même  tems  les  deu3C  équations 

Donc   toute  valeur  de  ^  en  x  qui  satisfera  à  la  mêm« 
équation 

♦(<P>  4)  =  o, 

et  qui  ne  rendra  pas  les  fonctions  ^  et  4.  constantes ,  ne  pourra 
pas  être  comprise  dans  l'équation  primitive  générale  ;  et  sera 
parconséquent  une  valeur  singulière. 

Soit 

y  =  Tx 

cette  valeur  singulière  y  Xx  étant  une  fonction  donnée  de  x  ^ 
en  substituant  2x  et  l-'o;  au  lieu  de  j^  et  y  dans  les  fonc- 
tions et  (p  et  4  >  ^^^  deviendront  de  simples  fonctions  de  x  ; 
et  éliminant  x  entr'elles^  qu  ^ura  une  équation  entre  f  et  4* 
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qu'on  prendra  pour  Téquatioii 

ainsi  Téquation 

satisfera  à  Téquation 

4»(<|),4)=o; 

mais  ne  rendant  pas  les  fonctions  9  et  .si.  constantes ,  elle  ne 
éera  pas  comprise  dans  l'équation  primitive  générale  ^  et  ne 
sera^  parconséquent,  qu'une  équation  primitive  singulière. 

La  solution  se  réduit  donc  à  ceci  :  soit 

la  valeur  singulière  donnée  de  j^^  en  fonction  de  x.  Ayant 
pris  une  équation  quelconque 

en  x,y,  et  deux  constantes  a  et  6;  de  cette  équation  et  do 
son  équation  dérivée 

on  tirera  les  valeurs  de  a  et  6  en  fonctions  de  x^y^y,  on 
substituera  dans  ces  valeurs  2x  et  ^x  à  la  place  de  y  et  y , 
on  aura  deux  équations  qui  ,  p^r  l'élimination  de  a: ,  en 
donneront  une  en  a  et  b,  que  je  représente  par 

«  Ça,  b)  =:=  0. 

Si  maintenant  on  substitue  dans  cette  équation  i  la  place 
de  a  et  6  leurs  premières  valeurs  en  fonctions  de  x,^,  y^ 
on  aura  l'équation  dérivée  dont 

y=z^x 
sera  Véq^aation  primitive  singulière,  et  dont 

sera 
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sera  rèquation  primitive  ordinaire^  les  constantes  a  et  b  étant 
l'une  fonction  de  l'autre  déterminée  par  Téquation 

*  (a,  b)  r=  o. 
Prenons^  par  exemple,  l'équation 

y*  —  ox*  —  b=zo, 
son  équation  détiyée  sera 

yy—axz=zO', 

et  l'on  tire  de  ces  deux  équations 

a  =  -2^,     b=y^xyy\ 

Supposons  maintenant  que  l'on  ait  l'équation  primitive  sin-: 
gulière 

y  —  jéx  —  ^  =  o  ; 

elle  donne 

y  =  Ax    -f-     B , 

donc 

y^  =  ^*x*  +  2ABx  +  B*, 

et 

yy^A^x  +AB; 

de  sorte  que^  par  ces   substitutions^   les  valeurs  de  a  et  6 
deviendront 

AB 

.    a  =  ^*H ,     bz=zABx  +  B*; 

d'où  l'on  tire,  en  éliminant  x^  cette  équation  en  a  et  & 

(a  — ^0(i— i?)  —A^B*^o\ 
savoir , 

a&— 5*a—  ^*i  =0. 

Q 


âu^  C  k  h  C  V  t 

DoRo,  substituant  ici  les  premières  râleurs  de  a  et  5  eA 
^^y^y'»  on  aura  Fequatioa  4u  premier  ordr^ 

» 
dont  celle-ci 

y  —  Ax  —  j?=o, 

sera  T équation  primitive  singulière. 
Son  équation  primitive  ordinaire  sera 

#n  supposant  entre  û  et  &  Téquation  ci-dessus  ; 

ab—B^a  —  A^bz^o; 

♦- 

de  sorte  que^   comme  cette  équation  donne 
réquation  primitive  sera 

a  étant  la  constante  arbitraire. 

En  eiFet,  si  on  cherche  Téquation  primitive  singulière 
d*après  celle-ci ,  on  aui;a ,  en  presAnt  les  fonctions  dérivées 
par  rapport  à.  a, 

d*où  Ton  tire 

a  =  >1*  dt . 

V 

Substituant  cette  valeur  dans  la  même  équation^  on 
y  — >^x*ipa^i5x  — .  5*  =  o; 


ice  qui  doime  -  :....., 

où  les  signes  ambigus  sont  à  volonté. 

En  général  ^   il  est  facile  de  voir  qu'on  aura  le  même  ré^ 
siiltat 

«n  5tihBl3tuant  d'abord  dans  Téquatioâ  suppose 

•  ••   •  j 

la  valeur  donnée 

J^  — 2^,   - 

et  éliminant  ensuite  x  par  le  moyen  de  son  ^itjnalion  primé 
relative  à  x. 

Or,  si  réquation  , 

donne 

et  qu'on  substitue  cette  valeur  à  la  place  de  i  ;  il  s*en^ 
suivra  que  l'équation 

F  (x,  Sx,  a,  4^)  ^^=  o 

aura  lie^  en  même  tems  que  son  équation  pritne  relative  à  x. 
Mais  a  étant  alors  une  fonction  de  x ,  l'équatioo  prime  re--< 
lative  à  X  et  a,  doit  avoir  lieu;  donc  la  partie  relative  à  a 
aura  lieu  aussi  en  particulier  ;  ce  qui  est  le  caractère  de  l'é- 
quation primitive  singulière. 

Ainsi  y  ayant  pris  une  équation  primitive  quelconque  en  x , 
j^,  a  et  i,  il  n'y  aura  qu'à  éliminer  j^  au  moyen  de  l'équa- 
tion primitive  singulière  donnée ,  ensuite  éliminer  x  par 
celie-ei  et  par  son  équation  priiue  relative  à  ^^  ;on  aura  sur . 
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le-champ  une  équation  en  a  et  &  ^  qui  sera  l'équatitm  de  con- 
dition ;     .  .  ,      :^ 

4»(a,  i)  — o, 

par  laquelle  il  faudra  .déterminer  Tune  des  deux  constantes  a 
ou  b  par  Tautre.  Ensuite  on  pourra,  d'après  la  même  équa- 
tion primitive,  chercher,  si  Von  veut,  l'équation  dérivée  par 
l'élimination  de  la  constante  arbitraire. 

Dans  Texemple  précédent,,  en  sulpstituant  Ax  +jBpourj'| 
dans  l'équation 

on  a 

QA^  —  a)  x^  +  ^ABx+B*  —  ft  =  o, 

dont  l'équation  prime  est 

QA*  —  à)  x-^  AB  =  o  ; 

celle-ci  donne 

AB 


X  = 


A^-^a' 


et  cette  valeur ,  substituée  dans  la  première  ,  donne ,  «ur-le- 
cbamp^  l'équation  de  condition 

comme  plus  haut.  • 

.  En  prenant  d'autres  équations  «â  tc;y,  aetb^  et  opéraot 
de  la  même  manière  ,  on  trouvera  autant  d'équations  du  pre- 
mier^ ordre  qu'on  voudra,  dont  la  même  équation 

y  —  Ax  ^^  B  =z  o 

sera  Fécpiation  primitive  singulière. 

On  voit  aussi  que  la  même  équation  en  x,  y,  a  et  b  pourra 
donner  telle  équation  primitive  singulière  qu'on  voudra,  sui^ 
:vant  la  relation  qu'on  établira  entre  les  constantes  a  et  b. 
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Enfin  on  voit  q^e,  par  c«.  problême,  pu  pcttt  tonjoun 
trouyer.la  rjel^ipa  entrç  A^v^.constwaffis.fi,  bi.JÇuf^  équa-r 
tion  donnée  eux^y,  a  et  b,  pour  que  cette  ^^quatiç^;  iojfi 
l'équation  primitive  ordinaire  et  .complète ,  répondant  à  une 
iquation  primitive  singulière  donnée. 

On  peut  appliquer  lâc^êiiie'  iftétJfôde  à'  îâ/tfeèfc^k'che  'dei 
équations  du  second  oràrfe'oti  tles  Stélfké  supètfetifs*3oi5H*équà- 
tion  primitive  singulière  sera  donnée.'"  ''"    ''    '  ''*'  •     '         *' 

Supposons  qûé' dette  équation  isoit  Ai  premier  ôirdre  et  Re- 
présentée par  ^  v^.  -      y 

».  \» 

On  prendra  une  équation,  qil^lconqùè  £n  «jp,  j^,  et  trois  cons- 
tantes arbitraires  a,  i,   <?.  ' 

On  tirera  de  cette  éqiiaflon  et' de  rcs  équaffidns'  ^Wme  et 
seconde ,  les  valeurs  de  a,  >ft,  c  en  foBCtion3<de.a:>,A',y  et^". 

On  substituera  dans  ces  fonctions  les*  valeurs  de  y'  et  y" 
en  X  et  ^tirées  de  l'équation  primitive  donnée,  c'est-à-dire, 
—fi^^y}  àiaplace  de-/;,  etv^ 


^^     .   •*  -   .» 


à  la  place  de  y';  on  au^^Oj:^;',^  expiffimées^^en  fonctions  de 
a;  et  j',   ce    qui  donnera" trois  équations,   d^bù  éliminant  x 
,  et  y  ,   il  résultera  une  ^^êéfêa^da  ^ii  »/  fr^  -c,  ^-  ^è  je  rcpréscn-» 
terai  par  \ 

.    ♦X^,  ^,  c)  =  o. 

» 

•  »  r 

Cette  équation  ^  en  y  ^suBstituarit  les  premières  valeurs  de 
a,  by  c  en  fonctions  de  qo^  y>^\^ >  *®^^  l'équation  du  second 
ordre  >  dont  la   proposée 


I      r    .  ' 


sera    Téquation    primitive    singulière   ^    et    l'équation    ea 

5 


a4^  -^    '  ^'  é  A  fe  t5  V  E         •  • 

àc  ;y  ;  i,  'B, 'c  en  sera  Feqnatîon  primkire  ea  db  et  j',  en 
fiupposahi^-  entre  '  le*  trois  cdristanté's  a^byC  tarelatioii  Amnée 

,^^i4*éqjt^aj;i(Vi^in|uUjèi;e.  dppi?.ç^.^^t  du  second  ordrç.^,  on 
PKû4i^t,ime. équation  fjt^  .^Lyi^c^?:^^^^  qqn^t^^s. c^  fr, 
c,  etc.,  et  ainsi  deWte..    ,.    r.  »    >.  ..  .    .  ., ,       . 

.Supgp*(M^  ,qjf e  réqjwatjio^  ppmitiYe  swlg^liièI:e,afli!;.  , 

kit 

et  prenons  l'éqoation  -      '  ■",  '-  /  „  -f-    ', 

•^        a  ^  •  . 

d'oiu  l'ovir  tii^jO  ;^^.  dpux  dérivé^s^^|Nn^  «t  aeçou^e.,. 


t .  / 


'   y— iiaJ-i"ft'±=!6/     '6*^*  y— »û^b-; 


ces.  trois  équations  donnent  ' 


r     i    '     .  '  •  t         ;  t    «  >  D 


"i    l/'JÎI 


j     / 


-*' 


1        ■  r  r        r r r^  i   ■  ■     ri     "» ._■. 
k  *  1         «  ^  T    * 


''"''•     i::v,  noîiîn.j-r".  "  )  -.    .  ul  •» 


a  =  /,    i  =y  -  «y";  "  c  !4i^  ^*/^'4^$>: 


â 


Mais  la  proposée  dotnevl^  \~^  ^  -.    \  "" 


*<        k^ 


•  ••  ^    . 

dcttjc,  substituait  ces  yajeui;s,,ç^, ftçiij^i,, ,,    ,,    î._^  .-^ 

Eliminant  x  et  y  on  trouve  Véauation  . .  , , 

dans  laquelle  ,  en  substituant  les  j)remières  valeurs  de  a^  b,  c, 
il  vient  Téquation  du  Second  ordre  '  ' 


.—   \^ 


fi-^àjyy^jy^i^. 


DES     FONCTIONS.  %iff 

dont  la  proposéey  =s  Ay  sera  l'équation  prûaitive  aiagulièrt» 
et  l'éqoation  supposée 

y  — -•  :c*  —  to— c  =r  o 

sera  Téquation  primitive  en  a?  et  ^>  en  supposant  Téquation 

«*-+-  ^*C6*—  flac)=  o; 
de  sorte  que  ^  comme  cette  équation  donn» 

fia 
on  aura 

y  — «jc*  —  ix*— — ï =o^ 

•^       a  aa 

a  et  b  étant  les  deux  constantes  arbitraires. 
Les  équation»  de  la  forme 

4>  (a,  by  c ,  etc.)  =  c, 

^e  nous  Tenons  de  considérer,  dans  lesquelles  les  quantités 
a,b^  c>  ttt.  sont  les  valeurs  on  Xyy^y,  etc.  des  constantes 
a,  b,  Cy  elle,   tirées  d'une  équation  primitive 

et  de  ses  dérivées 

P'i^yy)—o,  F\x,yy:=iOy  etc., 

constituent  une  clasee  remarquable  d*éqitations  dérivées  qui 
ont  toujours  une  équation  primitive  MAguHére»  pareeque  la 
dérivée  d'une  équation  de  cette  classe  a  nécessairement  ua 
facteur  du  njiême  ordre  que  l'équation. 

Four  le  démontrer,  soit  d'abord 

'  <■  > 

4' 
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une  équation  Quelconque  en  x^y,  et  deux  constantes,  ce  et  fr. 
En  regardant  ces  constantes  comme  arbitraires^  Téquation 
dont  ir  s*agit  sera  la  primitive  d'une  équation  du  second  ordre 
en  Xy  y  y  y  et  y"  y  qui  résultera  de  l'élimination  de  a  et  &  au 
moyen  des  deux  équations  dérivées 

F'  {Xyy^^o,F\Xyy^^o^ 

et  cette    équation  pourra  toujours ,  comme  nous  Favons  vu , 
se  mettre  sous  la  forme 

Maintenant  y  si  on  commence  par  tirer  les  valeurs  de  â  et  & 
^es  deux  équations  ' 

F {x,y,  a,b)  =  Oy      et      F'Çx,  j)  =  o , 

et  que  ces  valeurs  soient  représentées  par  les  fonctions 

^(.'^yyyf)       et       4  (^>  >'>/)> 
il  est  clair  que  les  deux  équations 

a=(p(x,y,y)       et       fc  =  4(x,j,y), 

où  a  et  i  sont  des  constantes  arbitraires ,  seront  les  deux  équa- 
tions primitives  du   premier  ordre  de    Téquation- précédente 

parconséquent  leurs  dérivées 

'^'  (*>  y>  y  )  =  o    et    4'  (*.  y,yy  =  o 

devront  coïncider  avec  cette  même  équation,  en  donnant  la 
même  valeur  de  _y*  en  x,  y  et  y'. 

Or 

*'  (.^>y,y)  =  ç'  C.x.y')  +  y  «'  (y) 

4'  (X,  y,  ^0  =  4'  (x,y)  +  y  4'  (/) , 
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stiiyant  la  notation  abrégée  que  nous  avons  adoptée  ;  donc 
on  aura 

^~     «?'(/)"    TTTT"    J^^'>''.yJ' 

expressions  de  y"  qui  seront  nécessairement  identiques. 
On  aura  donc 

ç'  (X,  y)  =  <}.'  (/ )  X  /  (a:,  ^,  / ) 

4'  i^>y)  =4'  (/)  X  /(x,^,y); 

parconséquent ,  si  on  substitue  ces  valeurs  dans  les  expressions 
précédentes  des  fonctions  dérivées  ç'  (or,  y^  y') ,  4'  C-^»  J'»^)* 
c'est-à-dire^  de  a'  et  h\  en  regardant  maintenant  a  et  i  comme 
fonctions  de  x,  y  y  j/,  on  aura 

fl'  =  <^'  (/)  X  ly'  +f(.x,y,yy\ 

i'=4'(y)  X  [/+/(*,  j',  y)]. 

Cela  posé  ^  soit  4»  (a^  &)  =  o  une  équation  du  premier  ordre  » 
sa  dérivée  sera 

et  par  la  substitution  des  valeurs  de  a',  Vy  qu'on  vient  de 
trouver,  elle  deviendra 

{.<^\y)  X  *'(a)+  4'(y  )  X  ^Xb)2  X  cy  +/  {x.y.y')l  =  o. 

Cette  équation  a,  comme  l'on  voit,  deux  facteurs,  l'un 
qui  n'est  que  du  premier  ordre  ,  comme  l'équation  proposée  ; 
l'autre  qui  contient  y"j  et  qui  donne  proprement  l'équation 
dérivée  du  second  ordre. 

Celui-ci  donne  Téquation 
de  laquelle  résultent 
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par  les  formule»  trouyées  plus  haut.  De  sorte  que  les  fonc- 
tions a  et  b  seront  constantes. 

Prenant  donc  a  et  b  pour   des  constantes-  arbitraires ,  on 
aura  ces  deux  équations  primitives  du  premier  ordre 

d*où ,  éliminant  la  fonction  dérivée  y,  on  aura  une  équation 
en  x^y,  a  et  b ,  qui  sera  l'équation  primitive  de  la  proposée^ 
et  qui  sera  évidemment  la  même  que  l'équation 

^  i^^y>  a,  i)  =  G  , 

d'où  Ton  avait  déduit  les  fonctions  <p  (x,  y,yy  et  4:  C^,  J'>j'}- 

Mais  il  faudra  que  les  constantes  a  et  6  de  cette  équation  ^ 
satisfassent  à  la  condition 

^Çfi,b)  =  o 

donnée   par  l'équation    proposée  ;  ce  qui  les  réduira  â  une 
seule  ,    qui    sera    parconséquent  la  constante  arbitraire  de 
l'équation  primitive  de  la  pmposée. 
Le  facteur  du  premier  ordre 

donnera^  de  son  côté ,  l'équation  en  x,y  et^, 

¥xyy  X  «'(a) + 4'(y)  X  «'(t)  =  o , 

en  supposant  qu'on,  y  mette  pour  a  et  i  leurs  valeurs  <p  (x,  y  y  y'} 
et  4'(p^>y>y'yf  ®*  cette  équation,  d'après  la  théorie  exposée 
^ns  la  leçon  précédente,  donnera  sur-le-champ  l'équation 
primitive  singulière  de  la  même  équation  proposée,  en  éli- 
minant y  par  le  moyen  de  ces  deux  équations. 
Or  il  est  facile  de  voir  que  ^  si  on  représente  par 

•  •*•  i^>y>yy—  o 

la  fonction  donnée  O  {a,  6),  dans  laquelle 
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et 

le  facteiu:  dont  il  s'a^t  se  réduira  simplement  à  "Jr^  (y)  ,  puis- 
cjue  les  expressions  ^\y)  et  4^(y)  ne  sont  que  les  fonctions 
dérivées  de  a  et  6  ,^  prises  par  rapport  à  y^  seule. 

Ainsi  on  aura  la  pri^nitive  singulière  de  l'équation 

dans  le  cas*  où  elle  est  réductible  à  la  forme 

0(a,  i)=o, 

en  éliminant  y  de  cette  équation  au  moyen  de  sa  dériyée 
prise  relativement  à  y  seule. 

£n  appliquant  ks  mêmes  principes  aux  équations  des  ordres 
supérieurs^  on  prouvera  que ^  si  l'on  a  une  équation  du  se- 
cond ordre ,  r^résentée  par       . ,  , 

dont  le  premier  membre  puisse  être  ime  fonction  quelconque 
^  Ça,b,c)  de  trois  fonctions  a>  &«  c,  déterminées  par  une 
équation  quelconque 

^(^>Jî^.a,  &,  c)  =:  G,        .  ,      . 

entre  x,y^  a,  b,  c,  et  par  ses  deux  éqaaftiont  déritées- 

•n 

prises  en  regardant  a,  b,  c  comme  constantes,  YiqafLtiM  pro^, 
posée  aura  nécessairement  une  priiuîtive  singulière  du  premier 
ordre ,  qui  sera  le  résultat  de  Télimination  de  y,  au  moyen 
de  son  équation  dérivée    '  '  '     .  * 

relative  ày.  -       ....      i 


aSa  calcul 

Et  Ton  aura  réquation  primitive  en  x  et  j^  ^  par  réq[iiatioii 


même 
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en  prenant  les  constantes  a,  b^  c  de  manière  qu'elles  satisfassent 
à  Téquation  donnée 

de  sorte  qu'il  en  restera  deux  d'arbitraires. 

Et  de  même  pour  les  équations  des  ordres  supérieurs. 
Prenons  l'équation 

j::*  —  flûy  ^ a*— 6  —  G  ; 

sa  dérivée  sera 

a:— fly'=o; 

de  ces  deux  équations  on  tire 


X 


—  v.-_?2f_£ 


Si  maintenant  on  prend  pour  l'équation  ♦(ay'i}  œ  o  ,  celle- 
ci^  6  =  à  une  constante,  oji  aura  l'équation  du  premier  ordre 

où  b  est  une  constante  quelconque. 

Ainsi  on  aura  tout  de  sui1;e  sa  primitive  singulière  ,  en 
éliminant  y  au  moyen  de  l'équation  dérivée  prise  relati- 
vement à  y,  laquelle  sera  ... 

yr  +  y^. 

d'où  l'on  tire 


^+17T  =  °> 


X 


y 

en  substituant  cette  valeur  de  y  ,  on  a. 

a:*+y  — i==o, 
comme  on  l'a  déjà  trouvé  par  d'autres  voie»^' 
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Prenons  encore  Téquation 

on  aura  les  deux  dérivées 

y  — oj?  — i=o,    y  —  a  =  o; 
d'où  l'on  tire  ^ 

a=y\     bz=zy—ay\    c=_y— 03/  +  — y. 


Soit^  par  exemple^ 

«  (a,  i,  c)  =  c— i*— a% 
on  aura  l'équation  du  second  ordre 

j' -  ^ç/ +  f  y  -  cy  -  ay*)*-/* = o , 

dont  la  primitive  singulière  résultera  de  Félimination  de  y, 
au  moyen  de^  sa  dérivée  relative  à  y"  ;  savoir , 

—  +  axCy  —  xf)  —  ay  =  G  ; 

ce  qui  revient  à  ce  que  nous  avons  déjà  trouvé. 
Lorsqu'on  connaît  l'équation  primitive 

F {pCyy^  a,b...)  =0 , 
avec  réquation 

O  (a,  i  ...)==  0 , 

qui  donne  la  relation  entre  les  quantités'  a,  b,  c,  etc. ,  on  peut 
trouver  directement  l'équation  primitive  '  singulière  sans  con- 
naître les  valeurs  de  ces  quantités  en  fonctions  de  x,  ^,y,  etc.  ; 
car  ayant  réduit  les  quantités  a^  b,  etc.  à  une  de  moins  par 
le  moyen  de  l'équation  de   condition 

*  (c,  6...)  =  0, 


1 
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il  n'y  aura  qu'à  appliquer  à  Téquation  primitive 

F{x,y,  a,  6.  .•)=^o, 

Ja  métbode  générale  exposée  dans  la  leçon  quinzième.' 

Mais  la  difficulté  consiste  à  reconnaître  à  posteriori,  si  des 
fonctions  données ,  dont  une  équation  proposée-est  composée,  dé- 
pendent d  une  même  équation  primitive ,  de  manière  qu'elles 
puissentTeprésenter  les  valeurs  des  constantes  tirées  de  cette 
équation  et  de  ses  dérivées. 

Pour  la  résoudre,  j'observe  que  la  propriété  caractéris- 
tique de  ces  sortes  de  fonctions,  est  que  leurs  dérivées  ont 
entr' elles  des  rapports  exprimés  par  des  fonctions  du  même 
ordre  que  les  fonctions  dont  il  s'agit.^  En  effet ,  relativement 
aux  fonctions  du  premier  ordre ,  nous  avons  déjà  vu  plus  haut 
que  les  fonctions  <^{pc,y,y)  ®t4(^^>'^^)>  qui  représentent 
les  valeurs  des  constantes  a  et  &  tirées  de  l'équation  générale 

F{x,y,a,V)  =  o, 
et  de  sa  dérivée 

sont  telles  que  leurs  dérivées  c/  {pc^Jy^)  et  4'  (^,  y^  y')  ,  que 
nous  avons  désignées  par  a'  et  V,  ont  la  fotme  suivante 

<^'  ^^,y.y)  =  <^'  (/)  X  [/  +/(x,  >-,/): 
4'  (.^>y>y)  =  4'  (y)  X  cy  +  f(.x,y.y)2; 

de  sorte  que  l'on  a  simplement 

îlCf^fJKi^)  =  île/) 

où  l'on  voit  que  les  fonctions  dont  il  s'agit  ont  là  propriété 
que  la  fonction  seconde  y"  disparaît  du  rapport  de  leurs  dé- 
rivées ,  et  que  ce  rapport  est  le  même  que  si  on  prenait  ces 
dérivées  relativement  à  la  variable  y  seule. 


/  \  > 
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Soit ,  par  exemple ,  l'écpatttion  à  la  ligae  droits 

^  +  or  +  6  =  a, 
sa  dériyée  sera 

aina  on  aura 

.« = — 5/ et -fc  =wpy' — ^. 

On  aura  donc^  en  dénotant  simplement  par  9  et  4  ces  ex* 
pressions  de  a  et  &^ 

prenant  les  fonctions  dériyées^   il  viendra 

^  =5=— Jf ,  4  — xy  , 
donc 

4'  ~      X 

Si  on  ne  prenait  ^  et  4^  ^^  relatiyemient  iy^  on  aurait 

comme  précédemment. 
Soit  encore  Téquation 

qui  est  i  un  cercle   dont  le  rayon  =  by  et  dont  le  centre 
«it  dans  Taxe  des  abscisses  à  la  distance  a  de  leur  origine. 

La  dériyée  sera 

jy+^  — û  =  o; 

d'où  Ton  tire 

de  là  on  aura^  par  les  substitutions , 

6«=>l/(i+y*)«4* 
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Si  maintenant  où  prend  les  dérivées  de  9  et  4  >  on  aura 


/-  jr 


et  de  là 

Si  on  ne  prenait  les  dérivées  ç'  et  ^|.'  qne  relativement  ky, 
on  aurait 

donc 

7~    y    ' 

comme  ci-dessus. 

On  pourrait  prouver,  par  une  analyse  semblable ,  que  les 
fonctions  de  a: ,  ^  ,  y  et  y",  qui  expriment  les  valeurs  des 
quantités  a,  by  c  tirées  d*une  équation 

et  de  ses  deux  dérivées 

dans  lesquelles  ces  quantités  sont  traitées  comme  constantes ,  ont 
des  dérivées  dont  les  rapports  sont  indépendans  de  la  fonction 
tierce  j^",  et  qui  sont  les  mêmes  que  si  on  ne  prenait  ces  dérivées 
que  relativement  à  la  fonction  seconde  y^  parcequ*en  dési-- 
gnant  ces  fonctions  par 

<î>(^>3^>y>/),  4(^>j'>y>y')  «t  ?(x,jr,y,j.o, 

les  trois  équations 

<j>('^>>y*y)=^>  4(^>j'>y>y)=*>  ^(^>j^y3y)=^. 

«ù  a,  b,  c  seraient  des  constantes  arbitraires^  seront  les  trois 

•  primitives 
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primitives  d*ane  même  équation  du  troisième  ordre  ^  telle  c[ue 

à  laquelle  les  dérivées  de  ces  équations  devront,  parconsé^ 
quent ,  satisfaire  \  et  de  même  pour  les  fonctions  du  même 
genre  des  orclres  supérieurs.  Mais  on  peut  s'en  convainère  en« 
core  d'une  manière  plus  directe ,  que  voici  : 

En  dénotant  simplement  par  c|;  et  4  ï®*  fonctions  ^  (^,y,y), 
^•{p^%yy  y)*  q^i  expriment  les  valeurs  des  constantes  a  et  & 
tirées    de    l'équation 

F(x;j^,a,  t)  =  o, 

et  de    sa  dérivée 

il  est  clair  que  l'équation 

F{x,y,^yJÇ)=o 
sera  identique  ;  que^  parconséquent  ^  sa  dérivée 

aura  lieu  d'elle-même  ;  mais  on  a  déjà 

donc  on  aura  séparément^  l'équation 

laquelle  donne         ' 

7~      ^'(+)" 
Or ,  comme  4  et  9  ne   contiennent  que  3C,y  tt  y  ^  il  est 
visible  que  la  valeur  de  —7  ne  sera  qu'une  fonction  du  pre^ 
mier  ordre. 
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Ainsi ^  daps  le  dernier  exemple^  où 
fi  on  changé  a  en  ç^  et  6  en  4 >  o^  ^vûcbl 

F  (r,y,  «f,  4)  =y  -^-  X»  —  ar^»  4-  <?,•  —  4«; 

donc 

F*  •((?)==  2  (cp-*),    •F'(4)=-a4; 

parconséquent 


comme  nous  l'avons  trouvé  par  une  autre  voie. 

De  même,  si  <|),  4>  |"Sont  les  fonctions  de  x,j^,  y  et  y" 
qui  expriment  les  valeurs  des  constantes  a^  b,  c,  tirées  deTéqua-* 
tion 

r{x,y,a,b,c)fsso, 

et  de  tes  deiâc  déritées 

en  substituant  ces  fonctions  4  la place.de  a^b^c^on aura  des 
équations  identiques  ^  dont ,  parconséquent ,  les  dérivées  auront 
lieu  aussi. 

On  aura  donc^  en  premier  lieu^ 

et ,  parconséquent  aussi 

F'  (.x,y)  +  <p'FXi-)  +  4'F'(4)  +  g'/T'C^)  =  o  ; 

mais  on  a  déjà 

I 

doilé  on  dura  l'équation 
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Easuke^  tiomiil^  Téquation 

Contient ,  outre  les  quantités  ^>  ^,  y ,  les  trois  fonctions  <?> ,  4  >  ?» 
si  on  la  dénote  par/(x,  y  y  y,  9, 4,  Q  ,  on  aura  aussi  Téquatioa 
identique 

A"^>J'>y.^>4*0=îO, 

«t^  parcoaééqHent  ^  la  déritée 

f  c-^,  jy,  y) + <fr  (<f) + 4^(4) + r/'ce)  =  «  ; 

mais  on  a  déjà 

/'(*^»^.y)  =  o> 

puisqu'il  est  visible  que  f  (jx:yy,y)  est  la  même  chose  quo 
jp"'  (x,  y)  ;  donc  on  aura  aussi  Féquation 

Si  on  combine  cette  équation  avec  la  précédente,  il  est 
clair  que  y  puisque  les  quantités  (t>\  *\! ,  ]^  n*y  sont  qua  la 
première  dimension,  et  en  muitiplient  tous  les  tgtme^,  11  est 

clair ,  dis-je ,  qu'on  en  tirera  les  valeurs  de  -^  et  de  ^   en 

fonctions  des  quantités  Xyy^y' ,  9,  4  ^^  lî  ^^  sorte  que  ce9 
fonctions  ne  passeront  pas  le  second  ordre  ,  et  ainsi  de  suite. 
Si  les  fonction  s- 9  et  4  exprimaient  les  valeurs  des  constantes 
a  et  6  tirées  dç  Téquationdu  premier  ordre 

^(^>J^»y>û>*)  =  o> 
et  de  sa  dérivée 

^'(^>j',y)=o, 

CCS  fonctions  seraient  alors  du  second  ordre  ;  et  on  trouverait, 
par  le  même  raisonnement ,  que  le  rapport  —7  de  leurs  déri-< 

<vées>  serait  ^xpri»é  égalejEAieibt  p«r  *-•  '^fç^\  >  ^  ^^  î*« 
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ce   rapport    serait  une  fonction  da  second  ordre ^   et,  par^ 
conséquent  ^   du  même  ordre  que  les  fonctions  ^  et  4- 

En  général^  il  résulte  de  Tanalyse  précédente  que  si  ^, 
•J.,  ?,  etc.  sont  des  fonctions  d'un  ordre  quelconque  ^  qui 
expriment  les  valeurs  des  constantes  a,  b,  Cy  etc. ,  tirées  d'une 
léquation  en  x^y^y^y",  etc.,  a,  i,  c,  etc.  ,  et  de  ses  déri- 
vées successives  ,  les  dérivées  de  ces  fonctions  auront  toujours 
entr'elles  des  rapports  du  même  ordre  que  les  fonctions  elles- 
mêmes. 

Je  dis  maintenant  que  si  des  fonctions  quelconques  de 
X,  y,  y',  y",  etc.  sont  telles  que  leurs  dérivées  aient  entr'elles 
des  rapports  du  même  ordre  que  les  fonctions  elles-mêmes , 
c'est-nà-dire ,  dans  lesquels  il  n'entre  que  des  fonctions  déri- 
vées de  y  du  même  ordre,  ces  fonctions  pourront  toujours 
exprimer  les  valeurs  d'autant  de  constantes  tirées  d'une 
équation  primitive  et  de  ses  dérivées  successives;  et  il  sera 
alors  facile  de  retrouver  cette  équation  primitive  génératrice. 

Car,  si  on  désigne  par  ^,  4>  ^>  etc.  les  fonctions  dont  il 
s'agit,  et  que  M ,  N,  etc.  soient  les  valeurs  des  rapports 
des  dérivées  4',  ^',  etc.  à  la  dérivée  ^',  ces  valeurs  étant, 
par  l'hypothèse,  des  fonctions  du  même  ordre  que  les  fonc- 
tions données    ç,  4>  ^>  etc.,    on  aura    donc    les   équations 

4'=:M(p',     4'  =  Ay,  etc. 
Supposons 

(,'  =0, 

on  aura  donc  aussi 

4'=o,  4'=o; 
donc 

ç  =  a,  4=^>  5==c,  etc., 

a,  6,  c,  etc.   étant    des  constantes. 
C^s  différentes  équations  seront  donc  autant  d'équations  pri- 
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mitives  de  la  même  équation 

puisqu'elles  ont  lieu  en  même  tems  qu  elle  ;  parconséquent  ^ 
en  éliminant  de  ces  mêmes  équations , 

^=a,  4  =  *  >  $  =  c,etc., 

les  plus  hautes  fonctions  dérivées  de  la  variable  y  ^  on  aura  une 
équation  primitive  d'un  ordre  inférieur  ,  qui  contiendra  les 
constantes  a,  i,  c,  etc»,  et  qui  sera  l'équation  primitive  gé- 
nératrice de  la  forme 

^C^*^.///-  •  •«>  b,c,...  )=o, 

d'où  résultent  les  fonctions  ^,  4,  ^,  etc.^  en  les  prenant 
pour  les  valeurs  des  constantes  a,  b,  c,  etc. ,  tirées  de  cette 
équation  et  de  ses  dérivées  succes8i>es 

>p"(^,:y,y,y'--.)  =  o,F"(x,y,y,/...)=o,  etc. 

Ainsi  ^  si  Ton  avait  entre  ces  fonctions  une  équation  quel* 
conque 

^(<p>  4^5 — )=o> 

et  que  Ton  reconnût  que  leurs  dérivées  ç',  4'»  k'»  ®tc*  ®°* 
entr'elles  des  rapports  du  même  ordre  que  ces  fonctions,  on 
aurait  tout  de  suite  les  équations  primitives 

ip  =a,  4  =  **  ^  =  c,  etc.; 
et  de  là  l'équation  primitive  principale 

^i'^>y>y>y""  •«>  *>  c,  etc.)  =  o, 

dans  laquelle  les  constantes  a,  b,  c,  etc.  seraiéht  arbitraires , 
hors  une  qui  devrait  être  déterminée  par  l'équation  donnée  , 
laquelle  se  réduit  alors  à 

O  (a,  ft,  c. . .)  =0. 

On  aurait  ensuite  l'équation  primitive  singulière  par  les  mé-- 
thodes  exposées  plus  hauh 

5 
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Par  exemple^  si  on  proposait  Téquation  du  premier ordra 

iahs  qu'en  «ût  que  les  deux  quantités  qui  «ont  sous  la  fonc-« 
tion  peuvent  exprimer  lea  consta^ites  tirées  â*une  équation  pri- 
mitive et  de  sa  dérivée ,  on  examinerait  d*abord  leurs  déri« 

Yées,  qui  sont  i  +/*+>'/  et  /  i/(i  +/»)  +  7y^,(j.y 

comme  celle-ci  se  réduit  à  ^—rT7 — r  r,<  ■  *  on  voit  d'abord 

1^(1+/) 
que  son  rapport  à  la  première  sera  exprimé  amplement  par 

Vi  >/«\  >  ^*®*  ?*®  '^  fonction  seconde  y"  puisse  y  entrer. 

On  est  donc  assuré  par-là  que  les  deux  fonctions  x  -^yV  et 
y  l^(i"»  J'*)  peuTent  provenir  d*une  équation  primitive  qu*oa 
trouvera  en  faisant  les  deux  équations 

«t  éliminant  j^%  ce  q«ii  donne  oelle-^^ 

y +  (a  — a:)*=6S 

laquelle  coïncide  avec  celle  d'où  nous  avions  déduit  les  ex- 
pressions de  a  et  b  dans  le  dernier   exemple. 

Maintenant    l'équation    proposée     deviendra     simplement 

;    *  (a,  6)  =  o , 

par  laquelle  on  déterminera  ft  en  a  ;  de  sorte  que  l'équation 
précédente  ne  contiendra  plus  que  ia  constante  arbitraire  a, 
et  sera  alors   Ja  primitive  complète  de  la  proposée. 

On  pourra  tirer  de  là  la  primitive  singulière,  en  éliminants 
au  moyen  de  la  dérivée  prise  par  rapport  à  a  seul ,  suivant  la 
méthode  de  la  leçon  quinzième,  ou  bien  il  nj  aura  qu'à 
éliminer  j/  de  la  proposée ,  au  moyen  de  sa  dérivée  prise  par 
rapport  ky'  seule,  cohm^  np.ue  T.avons  vu  plus  haut  relati» 
•V^ment  aux  équations  de  ce  genre. 
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LEÇON    DIX-SEPTIEME. 

^urdifférensProhlêmes relatifs àla  Théorie det 
Eifuafions  primitives  singulières^ 

J:  RESQUE  dès  la  naissance  du  calcul  différentiel,  il  s'est 
présenté  aux  géomètres  ^  des  problêmes  qui  dépendent  de 
c^tte  théorie ,  et  qu'ils  ont  résolus  par  des  artifices  particuliers, 

Leibnitz  ,  dans  un  Mémoire  intitulé  :  Noi^a  calculi  diffk'^ 
rentialis  applicatio,  et  inséré  dans  les  Actes  de  Leipsick  de 
1694  i Ployez  le  n°  LXI  des  (Euyres  de  Jacques  BernauUi)^ 
donnç  la  manière  de  trouver  la  courbe  formée  par  Fintersec- 
tion  continuelle  d'une  infinité  de  courbes  renfermées  dans  upe 
même  équation ,  ^1  faisant  yaricr  (}ans  cette  équation  le  pa- 
ramètre qui  les  différencie ,  ce  qui  produit  une  nouvelle  équa- 
tion par  laquelle  ot^  a  une  valeur  du  paramètre  en  fonction 
des  coordonnées ,  et  cette  valeur  étant  substituée  dans  l'équar^ 
tion  proposée  ,  donne  tout  de  suite  une  équation  finie  pour  I4 
courbe  cherchée. 

Il  applique  ensuite  cette  méthode  à  une  question  qu'on 
regardait  alors  couime  trèsr-difiicile  y  et  qui  consiste  à  trouver 
la  courbe  dont  les  normales  ou  perpendiculaires  ont  une  re-^. 
lation  donnée  avec  les  parties  de  V^xe ,  interceptées  entre  l'ori* 
gine  des  ^sçisses  et  les  xiom^ales. 

Leibnitz  considère  çett^  courbei  comme  formée  par  Vin-<> 
tersection  continuelle  d'une  infinité  de  cercles  qui  ont  leurs 
centres  sur  l'axe;  alors  les  rayons  de  cercles  deviennent  les 
normales  à  la  courbe ,  et  la  relation  donnée  par  le  problème , 
f^tre  ]iç8j[iQri^aji«|  et  le«  p^tii^  correspoxKbotes  de  l'axe  ^  a 
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lieu  entre  les  rayons  et  les  abscisses  qui  répondent  aux  centre! 
des  cercles. 

» 

Nommant  x^yXt^  coordonnées  du  cercle  ^  a  Fabscisse  qui 
répond  au  centre  ;  et  6  le  rayon ,  on  aura 

y  +  (a  — x)*=:i^ 

savoir, 

y  ^x-^— àox  +  a*  — i*  =  o, 

pour  l'équation  du  cercle. 

Maintenant  l'équation  proposée  entre  fr  et  a,  donnera  h 
en  fonction  de  a;  il  ne  restera  ainsi. qiie  le  paramètre  a ,  qu'on 
déterminera^  comme  on  vient  de  le  dire,  et  Féquation  en  x 
et  y  deviendra  alors  celle  de  la  courbe  formée  par  Tinter- 
section  de  tous  les  cercles^  et  aura  ,  parconséquent,  ta  pro- 
priété demandée. 

Supposant,  avec  LeibniU,  que  l'équation  entre  a  et  h  soit 
«(elle  de  la  parabole 

i»  =  ak , 
k  étant  une  constante*,  l'équation  en  x ,y  et  a,  sera 

y^  +  X*— rflOX  +  O*  —  diz=sO. 

>  *  • 

Faisant  varier  a  seul  suivant  la  notation  du  calcul  diffé- 
rentiel, on  a 

(— ûj; -|- fltf  —  fe)  da==:o  ; 

d'où  l'oïi  tire 

k  -f-  âx 

substituant  cette  valeur  dans  l'équation  précédente ,  on  a , 

y*  —  ftx  — -7-  =  o 
.4 

pour  la  courbe  cherchée,  qu'on  voit  être' aussi  une  parabole. 
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On  peut  s'assurer  à  posteriori ,  que  cette  courbe  résout 
le  problême. 

En  effet ,  on  sait  que  y  étant  l'ordonnée  qu'on  regarde 
comme  fonction  de  l'abscisse  x ,  la  fonction- prime  j^  exprime 
le  rapport  de  l'ordonnée  à  la  sous-tangente ,  lequel  est  le 
même  que  celui  de  la  sous-normale  à  l'ordonnée;  de  sorte 
que  yy'  est  l'expression  de  la  sous-normale;  parconséquent 
^^V^Ô+y*)  sera  celle  de  la  normale,  etx^yy'  celle  dé 
la  partie  de  l'axe  comprise  entre  l'origine  et  la  normale. 
(  Voyez  la  seconde  partie  de  la  Théorie  des  Fonctions  ana-- 
lytiques). 

Or,  l'équation  qu'on  vient  de  trouver,  donne 

y^=:kx+--. 


et ,  prenant  la  dérivée , 
donc  la  normale  sera 

et  la  partie  de  l'axe  sera 

laquelle    étant  multipliée    par  k ,  devient  comme  l'on  voit , 
égale  au  carré  de  la  normale. 

Le  problême  est  donc  résolu  de  cette  manière;  cependant 
on  doit  être  surpris  que  Leibnitz  n'ait  pas  remarqué  que  sa 
solution  n'admet  point  de  constante  arbitraire  dans  l'équation 
de  la  courbe  ,  tandis  qu'il  est  évident  que  le  problème  conduit 
naturellement  à  une  équation  différentielle,  dont  l'intégrale 
ne  peut  être  complète  que  par  l'introduction  d'une  constante 
arbitraire. 
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En  elTet ,  nommant  a  la  partie  de  Taxe  qui  répond  à  la 
normale,  etila  normale,  on  a,  comme  on  vient  de  le  voir, 
les  expressions 

donc,  si  on  veut  cjue  b-=.Fa^  on  aura  l'équation  dérivée 

dont  il  faudra  cherc'  er  Téquation  primitive.  • 

Suivant  la  notation,  du  calcul  différentiel,  on  aurait  à  in« 
tégrer  à  T  équation  différentielle 

Dans  l'exemple  proposé ,   on  a 

b  =zak, 

parconséquent , 

Fa=:  l/{ak) , 

et  l'équation  dérivée  devient 
Si  on  tire  de  cette  équation  la  valeur  de  jy',  on  a 

0u  bien 

Pivisant  toute  Téquation  par  3  v^  (  -^  +  ftx  —  J^  J ,  on  aura 

TT^-^ r+i=Oa 
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«qaation  dont  la  primitive  est  visiblement 

h  étant  une  constante  arbitaire. 

Cette  équation  devient,  en  faisant  disparaître  le  radical ^ 


équation  au  cercle 
Si  on  fait 


2  * 


a  étant  la  constante  arbitraire,  on  a  celle-ci. 

Cette  équation  est,  comme  Ton  voit,  la  même  que  l'é- 
quation au  cercle  dont  Leibnitz  a  tiré  sa  solution  par  la 
variation  de  a  ;  ainsi  on  peut  dire  que  Téquation  au  cercle , 
dans  laquelle  a  ,  abscisse  qui  répond  au  centre ,  est  la  cons- 
tante arbitraire ,  et  dont  le  rayon  est  \/ak ,  est  Téquation 
primitive  qui  résout  le  problème  dans  toute  sa  généralité  : 
il  est  évident ,  en  effet ,  que  tout  cercle  dont  le  centre  sera 
sur  Taxe ,  et  dont  le  rayon  aura ,  avec  la  distance  du  centre 
à  l'origine  des  abscisses,  la  relation  qu'on  suppose  entre  la 
normale  et  la  partie  de  l'axe  correspondante  ,  satisfera  4 
la  question. 

L'équation  à  la  parabole ,  trouvée  par  Leibnitz ,  ne  peut 
donc  être  qu'une  équation  primitive  singulière  ;  en  effet,  en. 
prenant  dans  la  même  équation  au  cercle ,  les  fonctions  dé~ 
rivées  relativement  à  la  constante  arbitraire  a,  comme  on  Ta 
enseigné  au  commencement  de  la  leçon  quinzième ,  on  \ 
Técpiation 

^— ax  +  2a  —  kzno, 
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laquelle  donne  . 


a: 


valeur  qui ,  étant  substituée  dans  l'équation  au  cercle ,  donne 

A* 
y— fcr— —  =o, 

comme  Leibnitz  Va  trouvé  ;  d*où  l'on  doit  conclure  que  la 
solution  de  Leibnitz  n'est  donnée  que  par  l'équation  pri- 
mitive singulière. 

On  a  vu  que  Leibnitz  avait  déduit  sa  solution  de  la 
considération  de  la  courbe  formée  par  l'intersection  continuelle 
de  tous  les  cercles  que  L'on  aurait  en  faisant  varier  conti- 
nuellement la  constante  a;  c'est,  en  effet,  une  propriété 
générale  des  équations  primitives  singulières  ,  d'apparteoir 
aux  courbes  formées  par  l'intersection  continuelle  des  courbes 
représentées  par  l'équation  primitive  complète,  en  faisant  varier 
continuellement  la  constante  arbitraire  qui  différencie  toutes 
ces  courbes. 

Comme  cette  propriété  est ,  pour  ainsi  dire ,  la  caracté- 
ristique de  cette  espèce  d'équations  primitives^  il  est  inté- 
ressant d'en  avoir  une  démonstration. 

Pour  cela ,  on  remarquera  qne  la  courbe  formée  par  l'in- 
tersection continuelle  d'une  série  de  courbes  infiniment  peu 
différentes  l'une  de  l'autre  j  n'est  autre  chose  que  la  courbe 
qui  embrasserait  ou  toucherait  toutes  ces  courbes  ,  et  qui 
aurait ,  parconséquent ,  dans  chacun  de  ses  points ,  une  tan- 
gente commune  avec  une  de  ces  mêmes  courbes. 

Or ,  soit 

l'équation    générale    des    courbes  dont  il  s'agit  ,  a  étante  le 
paramètre  qui  est  constant  dans  chaciyié  d'elles,  mais  qui 


>< 
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xarîe  de  l'une  à  Tautre  ;  comme  la  courbe  qui  doit  les  em- 
.l>rasser,a  un  point  commun  avec  chacune  de  ces  courbes  > 
elle  aura  aussi  les  mêmes  coordonnées  x  ^y ^  et  la  même 
équation  entre  ces  coordonnées  ;  mais  avec  cette  différence 
que  le  paramètre  a  sera  yariabie  dans  Téquation 

F{^x,y,  a)=^o, 

tant  qu'elle  appartiendra  à  la  courbe  qui  embrasse  toutes 
les  autres. 

De  plus  y  il  faudra  que  la  position,  de  ]a  tangente  sort  la 
même  dans  la  courbe  où  a  est  constant^  et  dans  celle  où  a  est 
yariabie. 

Or^  on  sait  que  cette  position  ne  dépend  que  de  la  fonction 

prime^,  puisque  -^  est  l'expression  de  la  sous-tangente  ;  donc 

il  faudra  que  la  yaleur  de  y ,  tirée  de  la  dérivée  de  l'équation 

soît  la  même ,  soît  qu'on  j  regarde  a  comme  constante  ,  soit 

qu'on  la  regarde  comme  une  variable  fonction  de  x  ;  ce  qui 

ne  peut  avoir  lieu.,  à  moins  que  la  partie  de  la  fonction 
dérivée  relative  à  a ,  ne  soit  riulle. 

Cette  partie  est  ,  suivant  la  notation  adoptée  ,  F'  {a)  \ 
donc  on  aura 'l'équation 

laquelle  servira  à  déterminer  a  en  xet^.  Or,  cette  équation 
est,  comme  Ton  voit,  la  même  que  celle  qui  donne  l'équa- 
tion primitive  singulière  ,  lorsque 

F{Xyy,a)=o 

est  l'équation  primitive  ordinaire ,  dans  laquelle  a  est  la  cons- 
tante arbitraire,  comme  nous  l'ayons  yu  dans  la  leçpa  citée. 
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Donc  Tidentité    de   l'éqpation   prhnitiTe  singulière  et  de 
i*éqaation  de  la  courbe ,  qui  embrasse  toutes  celles  qui  sont, 
comprises  dans  l'équation  primitÎTe  ordinaire^  est  démontrée, 
et  résulte  des  principes  mêmes  de  la  chose. 

Cette  considération  géométrique  est  très-importante  pour 
la  théorie  des  équations  primitives  singulières  ;  elle  sert  à  lier 
entre  elles  les  courbes  représentées  par  l*  équation  primitive 
ordinaire ,  et  par  1* équation  primitive  singulière ,  comme  le 
principe  analytique  qui  sert  de  base  à  cette  théorie^  sert  à 
lier  entre .  elles  ces  mêmes  équations  par  la  variation  de  la 
constante  arbitraire. 

Ainsi  le  problême  analytique  que  nous  avons  résolu  au 
(X>mmencement  de  la  leçon  précédente ,  se  réduit  à  trouver 
des  courbes  qui ,  ayant  un  paramètre  variable  ,  puissent 
former ,  par  leur  intersection  mutuelle ,  une  courbe  ordonnée. 

On  peut  donc  présenter  ce  problême  ainsi  : 

Ayant  deux  courbes  dont  les  équations  soient  données^  et 
dont  Tune  contienne  deux  constantes  arbitraires^  trouver  la 
relation  nécessaire  entre  ces  deux  constantes  ,  pour  qu'en 
faisant  varier  celle  qui  demeure  arbitraire ,  on  ait  une  infinité 
de  courbes  du  même  genre,  qui,  par  leur  intersection  conti- 
nuelle, forment  toujours  l'autre   courbe  donnée. 

Pour  le  résoudre ,  il  n'y  aura  qu'à  chercher ,  par  les  mé- 
thodes exposées  dans  la  leçon  précédente,  la  relation  entre 
les  constantes  a  et  6  de  l'équation  donnée 

F(^x,  y,a,  A)œo, 

pour  qu'à  cette  équation  ,  regardée    comme    une    équation 
primitive  ordinaire ,  réponde   l'équation  primitive  singulière 

qui  sera  celle  de  k  cesukrbe  q^i  doit  être  formée  par  Tinter- 


»' 
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^cticm  continuelle  ded  courbe»  données  par  Tàutre  équation. 

Le  problême  résolu  par  Leibnitz,  Y  a.  été  aussi  par  Jean 
^emouUiy  dans  ie»  leçons  de  Calcul  intégral  {tom.  III  des 
ceuvres  de  Jean  Èérnoulli ,  leçon  XI F") ,  mais  par  un  autre 
-voie  qui  Ta  conduit  au  même  résuteat .  En  cû^Bvdéftftit  deux 
normales  inliniment  proches,  il  observe  que  Taccroissement 
infiniment  petit  de  la  normale ,  est  à  l'accroissement  de  la 
paFtie  de  Taxe  qui  répond  à  la  normale ,  comme  la  partie  de 
l'axe  comprise  entte  fordonnée  et  la  normale ,  est  à  la  normale 
même  \  ce  qui  est  facile  i  voir  par  la  similitude  des  triangles. 

Il  a  ainsi,  suivant  F  esprit  du  calcul  différentiel ,  en  nommant, 
comme  plus  haut,  a  la  partie  de  Taxe  qui  répond  à  la  normale, 
et  b  la  normale  même  ^   Téquation 

•dh      a-— X 
dû~~b^'' 

d'un  autre  côté,  la  considération  du  triangle  rectangle  dont- 
6 est  rbypothénuse,  etjeta— a:  les   deux  eôtés  ,   donn« 

De  ces  deux  équatîortts  il  tire 

bdb  ,    ,/         dh^\ 

Or  ké  c^dîfîo^s  du  pfoHêrtie  dotment  h  en  ftmcftion  de  a; 
ainsi  oit  aura  jt  ét^  en  fohcition  dte  û,  et  cBassant  a,  on  aura 
r éqtiattioû  de  la  coui*be  dberclïée  en  ±  ety. 

£n  supposant^  comme  dans  l'exemple  de  j&ci&niijejy. 

b=v\ka), 

on  a 

db       i       /k 


db _\     y/«\ 
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donc^  faisant  ces  substitutions  dans  les  valeurs  de  x  et  y^ 
on  aura 

d'où  éliminant  a,  il  vient 

• 

pour  l'équation  de  la  courbe  cherchée,  quon  voit  être  la  même 
parabole  que  Leibnitz  avait  trouvée  par  une  méthode  tout-à- 
fait  différente. 

Telle  est  la  solution  de  Jean  Bernoulli ,  qui  coïncide  , 
comme  on  le  voit,  avec  celle  de  Leibnitz ^  et  sur  laquelle, 
parconséquent ,  on  peut  faire  les  mêmes  observations. 

D'abord  on  peut  être  étonné  que  Bernoulli  n'ait  pas  re- 
marqué que  ce  problême  appartient  essentiellement  à  la  méthode 
inverse  des  tangentes  ,  et  que ,  parconséquent ,  la  solution 
générale  dépend  d  une  intégration  qui  doit  nécessairement 
introduire  une  constante  arbitraire  dans  l'équation  entre  x  ety, 
et  cela  peut  surprendre  d'autant  plus  ,  qu'il  avait  donné 
auparavant,  dans  les 'mêmes  leçons,  les  expressions  différen- 
tielles de  la  normale  et  de  la  sous-normale,  et  que  le  problême 
ne  consiste  qu'à  établir,  entre  ces  quantités^  une  relation 
donnée. 

Ensuite  il  est  clair,  par  ce  que  nous  avons  vu  plus  haut,  que 
la  solution  de  Bernoulli  dépend  d'une  équation  intégrale  ou 
primitive  singulière  ;  et  pour  le  démontrer  par  sa  propre  analyse, 
il  suiEt  de  considérer  qu'on  aura  directement  l'équation  en  a; 
et  y ,  en  substituant  la  valeur  de  A  en  a  donnée  par  le  problême 
dans  les  deux  équations 

et  éliminant  ensuite  a. 

Ainsi , 
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:  Âiasîy  en  stijfyppsant 

r  5=1/ (Aa), 

yces  deux  équations  deviennent 

1 

la  première  donde 

-  =  a— a::  donc  ar=x-} : 

ce  qui  étant  substitué  dans  la  seconde,  on  a 

y+-=hx+!^;  d'où  j.«=;};c  +  ^, 

comme  t)n  Ta  ti'ouvé. 

Or,  je  remarque  que  Téquation  différentielle 

-7-= — 7 — ,    on bdb  =  (^a — x)  da 
tiest  autre  chose  que  la  différentielle  de  Tautre  éqttation 

«n  faisant  varier  seulemetit  a  etb. 

Ainsi,  comme  fi*  est  supposé  Fonction  de  a^  la  sohrdoa  sei 
réduit  à  faire  varier  a  seul  dans   l'équation 

y^  +  J^ — aflaTH-a** — i*  =  o, 

■    "  •  • 

et  à  éliminer  ensuite  a  au  moyen  de  cette  nouvelle  équation , 
ce  qui  revient ,  comme  Foa  voit ,  au  procédé  de  Eeibnié.. 

•    ■  o»  .  - 
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puisque  Féquatioii  est  la  même  que  son  équation  au  cercle  : 
on  voit  aussi  que  ce  jprocédé  coïncide  avec  celui  qui  donne 
réquatii»n  primitive  singulière  de  Féquation  dérivée  ou  difië^ 
rentielle^   dont  la  même  équation 

» 

serait  Féquation  primitive^  o  étant  la  constante  arbitraire. 

On  aura  donc  cette   éqmation  dérivée ,  en  éliminant  a  de 
l'équation  primitive  par  le  moyen  de  sa  dérivée 

yy +x—a  =  o; 

ou  bien  en  déterminant  a  et  6,  par  le  moyen  de  ces  deux 
équations  ^  et  substituant  leurs  valeurs  dans  celle  qui  renferme 
la  relation  entre  les  quantités  aetb,  donnée  par  les  conditions 
du  problême. 

Or  ces  équations  donnent 

expressions  qu'on  voit  être  les  mêmes  'que  nous  avons  trouvées 
plus  haut  pour  la  normale  &  ^  et  pour  la  partie  de  l'axe  a  qui 
répond  à  cette  normale  ;   de  sorte  que  si  la  relation  entre' 
ces  deux  quantités  est  représentée  ,  en  général ,  par 

0(a,i)=o, 
l'équation  dérivée  qui  répond  à  la  priînitive 

sera 

"^L^+yy,  Vy  (1  +yo]=.o. 

C'est  l'équation  générale  du  problême  de  Leibnitz  et  da 
JBêrnoulli^  dont  ils  ont  trouvé  l'un  et  l'autre  ^  par  des  ndéthodei 


•      » 
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différentes^  Téquation  primitive  singulière^  sans  se  douter  de 
J*espèce  de  contradiction  que  leurs  solutions  présentaient  avec 
ks  principes  'mêmes  du  calcul  différentiel. 

Avant  de  quitter  cette  analyse ,  il  est  bon  de  montrer  à 
priori ,  pourquoi  les  expressions  des  constantes  aetb  ^  tirées 
de  l'équation  au  cercle 

j^ -f- X*  —  floj:  +  û*— i* = o , 
et  de  sa  dérivée  ^ 

sont  les  mêmes  que  celles  qu'on  trouve  pour  la  normale  et 
pour  la  partie  correspondante  de  Taxe  ,  dans  une  courbe  quel* 
conque  rapportée  aux  coordonnées  or ,  j^. 

Si  l'on  conçoit  un  cercle  qui  touche  une  courbe  dans  un 
point,  il  est  clair  que  son  rayon,  dans  ce  point,  deviendra 
la  normale  à  la  courbe.  Or  l'équation  dont  il  s'agit ,  est, 
comme  nous  Tavons  déjà  vu ,  celle  d'un  cercle  dont  le  centra 
est  dans  Taxe  et  répond  à  l'abscisse  a,  et  dont  le  rayon  est  6; 
et  pour  que  le  cercle  touche  une  courbe  donnée  ,  il  faut 
premièrement  qu'il  .ait  un  point  commun  avec  elle  ,  dans 
lequel ,  parconséquent ,  les  coordonnées  x ,  y  seront  les  mêmes  ; 
il  faut  ensuite  que  la  valeur  dey  soit  aussi  la  même  dans 
le  cercle  et  dans  la  courbe,  comme  nous  l'avons  démontré 
rigoureusement  dans  la  seconde  partie  de  la  Théorie  ries 
fonctions  analytiques  :  ainsi ,  pour  que  b  devienne  la  normale 
à  la  courbe ,  et  que  a  soit  la  partie  de  l'axe  qui  y  répond 
il  faudra  que  l'équation 

/+(x— a)»— 6*=o,  ' 
et  sa  dérivée ,  prise  en  regardant  a  et  &  comme  constantes , 

yy'^x^a=zo, 
aient  lieu  en  même  temps,  par  rapport  aux  coordonnées  x,  y 
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de  la  courbe  ;  d'où  Ton  tire,  pour  aetb,  les  râleurs  données 
ci-dessus. 

Les  solutions  de  Leibnitz  et  de  Jean  Bemoulli  offrent  le» 
premiers  exemples  des  équations  primitive»  singulières  ;  mai» 
Yailor.  est  peut-être  le  premier  qui  ait  trouvé  directenaent 
une  équation  primitive  -singulière  d'après  Téquation  dérivée.. 

Dans  son  ouvrage  intitulé  Methodus  incrementorum ,  qui 
a  paru  en  171 9  ,  Tailor  étant  parvenu  (pag:.  27),  pour  la 
solution  d*un  problème,  à  cette  équation  différentielle  (j'emploie 
ici ,  pour  plus  de  commodité ,  la  notation  différentielle  à  la 
place  de  la  notation  ftuxiounelle  des  Anglais,  ces  deux  notations 
^xprimàiif  la  même  chose  dans  le  fond) , 

dans  laquelle  y  est  fonction  de  2,  il  la  différencie ,  en  faisant 
dz  cpnstant  et  il  obtient  1*  équation , 

d'où  il  tire  , 

rf*y=:o,  ou  zy— (1 +a*)^=o. 

Cette  dernière  équation  donne 

dz       i+a*' 
e*  qui  réduit  la^  proposée  à 

savoir, 

qui  est,  dit-il,  singularis  qucedamsolutio problematis. 

Considérons  l'autre  équation  dy  =  o  ,  où.  dz  est  constant, 
«fipreiîanit successivement  se»^deu3iipQniitiTe»otûx»té^ales>  cmai. 


\ 
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0à  a  etb  sont  deux,  constantes  arbitraires  ;  mais  la  proposée 
n'étant  que  du  premier  ordre  ne  comporte  qu'une  seule  ar- 
bitraire ,  il  faut  donc  y  substituer  cette  yaleiu:  dty  pour  ayoij: 
la  relation  qui  doit  avoir  lieu  entre  a  et  i  ;  et  pour   cela  il  ^ 
«ufEt  de  supposer  par  tout  z=o ,  auquel  cas  on  a 

et  l'équation  devient 

donc 

et  parconséquent 

i  =  |/  (i— a*). 

Il  est  évident ,  par  ce  que  nous  avons  démontré  dans  les 
dernières  leçons,  que  la  solution  que  Tmlor  nomme  singulière, 
n'est  autre  chose  qu'une  équation  primitive  «ingulière  «dfe 
Téquation  du  premier  ordre 

dont 

est  l'équation  primitive  complète  ;  car  la  ilérivée  de  cette 
équation  du  premier  ordre  étant ,'  en  faisant  ;&'  =  i , 

le  facteur  du  premier  ordre  —  azy  +  a  (  i  -f-  z*  )y  donnera 
l'équation  primitive  singulière,  et  l'iiuti^  facteur  y  doofliesa 
,^* équation  primitive  -complète  ,   comme  naos  l'avons  montré 
dans  la  leçon  seizième.  > 

On  peut  aussi  tirer  la  première  de  la  seconde  ,  par  le» 
'principes  exposés  -dans  la  leçon  «quinzième  :  ciar  Téquatiop    , 
primitive  .complète  étant 
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sa  dérivée  relative  à  a  sera 


—  *^ 


éliminant  a  de  ces  deux  équations ,  on  a 

Long-temps  après ,  en  1734>  Clairaut,  en  résolvant  quelques 
problêmes  sur  des  courbes ,  fut  conduit  à  une  équation  diiSe^ 
rentielle^  dont  il  obtint  aussi  deux  intégrales  différentes  par 
le  moyen  de  la  différenciation  ;  il  était  parvenu  à  ces  deux 
équations 

Tiu  et  4»u  étant  des  fonctions  données  d'unet  variable  u  qu'il 
s'agissait  d'éliminer. 

L'élimination  étant  impossible  en  général ,  il  eut  l'idée 
heureuse  de  différencier  la  première  y  et  d'y  substituer  la 
valeur  de.  dy,  tirée  de  la  seconde  ',  on  a  ainsi  cette  équation 

(riiz — uïVu — <i/uydu:=zoi 

d'où  l'on  déduit  deux  valeurs  de  u,  l'une  donnée  par  l'équatiqa 

rii* — i^Iï'u— !- *'^  =  Q  • 

l'autre  par  l'équation 

lamelle  donne  par  l'intégration 

a  étant  une  constante  arbitraire. 

Ces  deux  valeurs  de  14^  étant  substituées  d^QS  la  première 
équation 

(;r— u)nu=jf— *ii, 

*    donneront  deux  intégrales  en  a:  et  j^,  l'une  64ns  constante  aj:* 
bitraire  ,  l'autre  avec  la  constante  arbitraire  a,  et  qui  3era 

(i:  — tf)  na£=;^  — 4><i[j 
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laquelle  ne  représente^  comme  Ton  voit  ^  que  deis  lignée  droites. 

Clairtmt  examine  ensuite  quelques  cas,  particuliers  du  mémo 

problême  ^  où  il  fait  voir  comment  le  calcul  intégral  ne  donne 

jamais  que  les  lignes  droites  exprimées  par  l'équation  générale 

xTla  —  ana=y  —  ^a , 

et  qomment  les  équations  trouvées  par  la  première  méthode , 
échappent  à  l'intégration. 

a  J'ai  été  bien  aise ,  dit-il ,  ^de  montrer  cette  singularité 
de  calcul  y  qui  s'est  présentée  d'elle-même  ;  on  pourrait  l'é^ 
noncer  ,  indépendamment  du  problème  présent  ,  de  cette 
manière  : 

»  Il  y  a  des  équations  différentielles  capables  d'avoir  deux 
solutions  différentes  l'une  de  l'autre ,  dont  Tune  (  et  même 
dans  ce  cas-ci  la  plus  générale)  n'a  pas  besoin  du  calcul 
intégral^  telles  sont  les  équations 

xdydx'^dy'  =  jrdjc*  —  dydx , 
à  laquelle 

satisfont  également;  et 

qui  donné  pour  solutions 

Ti  En  général ,    ^  }    *  r,»  =  à  une  fonction  quelconque  dé 

X  yy^dxy  dy  serait  de  cette  nature  ;  intégrée  ^  elle  donnerait 
une  équation;  et,  sans  aucune  intégration, 

serait  l'autre,  ys 

Voyez  les  Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences  pour  1734  1 
p.  ai3. 
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En  rapprochant  ces  diflférentes  solutions  de  notre  théotie  , 
jl  est  évident  que  celles  qui  ne  renferment  point  de  constante 
arbitraire ,  ne  sont  que  des  équations  primitives  singulières., 
et  que  les  autres,  qui  contiennent  une  constante  arbitraire, 
3ont  les  équations  primitives  oempUte^  ;  mais  Clairaut  a  tort 
de  regarder  ces  dernières  comme  moins  générales^  parcequ'elles 
ne  représentent  que  des  lignes  droites. 

A  regard,  de  Téquation  difFérentielle 

on  ne  peui  pas  dire,  en  généi:al,  avec   Clairaut j^  que   Té-r 
quation  finie 

est  de  la  même  nature  que  les  intégraks  qti'il  avait  trourées 

auparavant  sans  constante  arbitraire  -;  car  cette  intégrale  peut 
être  une  équation  primitive  singulière  ,  ou  simplement  un  ca^ 
particulier  de    Téquation  primitive  complète. 

Car  si' on  fart,  pour  abréger,      '  '  * 

et  qu'on  suppose    qu'ayant   tiré  de  cette  équation  la  valeur 

de  j^  en  z ,  on  la  substitue  dans  la  fonction  F  f  Xyy,  ^  j,  on  aura 
une  éqhatioïi^n  or  et  «  <ie  Ufo^fliQ  \^  .'       : 


_=/(::«.»,  ^)rfx,.    :. 


imbîen  '  •  •' 

Pour  que 2  =  G  soit  une  ^qu^'^iju- primitive  singulière,  il 
faudra  que  z  =  o  donne  r    •      •  ^ 

o 
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comme  nous  l'avons  vu  dans  la  leçon  seizième;  or^  en  prjenant 
la  dérivée  de  l'équation  précédente  ,  on  verra  que  cette 
condition  ne  peut  avoir  lieu  que  lorsque  2  =  o  donnera 

Zf  (*')  =  !. 

Dans  les  autres  cas  ,  l'équation  2  =  o  ne  pourra  donc  être 
qu'un   cas  particulier  de  l'équation  primitive  complète. 

En  effet ,  en  regardant  d'abord  z  comme  très-petite  ,  et  né- 
igligeanta  dans  la  fonction /*(x,  2,  a'),  on  aura  simplement 

d'où  l'on  tire 

et  prenant  les  fonctions  primitives 

k  étant  une  constante  arbitraire. 

Je  dénote  par/*^  avec  un  trait  placé  au  bas  de  la  carac— 
téristique/)  la  fonction  primitive  dénotée  par  la  simple  carac- 
téristique/"*,  on  pourra  de  même  dénoter ,  dans  Toccasion , 
par  j/^  la  fonction  primitive  de^;  par^,,  là  fonction  primitive 
Aey^y  c'est-à-dire ,  la  fonction  primitive  seconde  de^,  et  ainsi 
des  autres.  Cette  notation,  que  j'avais  déjà  proposée  dans 
l'ouvrage  sur  la  Résoluûon  des  EcpubLwns  numériques  ,  me 
parait  aus^  propre  pour  désigner  les  fonctions  primitives  » 
que  la  notation   (ordinaire  l'est  pour  les  fonctiooB  dériv£é$« 

Maintenant  â  est  dair  que  ^  dans  l'équatioa 

hz=zfXx)^k,, 

2  =  0, 

«n  f jttsant  la  conttante  ft  infinie  y  pwsqiutk 

1q:=z — 00» 
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Ainsi 

sera  alors  un  cas  particulier  de  l'équation  primitive  complète. 

Euler  avait  aussi  trouvé  ^  dans  sa  Mécanique  y  diiTérens 
exemples  de  cette  duplicité  d*intégral6s  ;  il  avait  même  doni^ 
des  règles  pour  les  découvrir  dans  quelques  cas  ,  comme 
on  le  voit  dans  les  articles  â68  ,  3o3^  335  du  second  tome 
de  la  Mécanique  ;  mais  ce  n'est  que  plusieurs  années  après 
qu'il  s'est  occupé,  eop  professo,  de  eette  partie  du  calcul  intégral 
dans  un  Mémoire  intitulée  :  Exposition  de  quelques  Paradoxes 
iîti  calcul  intégral  y  et  imprimé  dans  le  Recueil  de  t  Académie 
de  Berlin  pour  1756. 

Dans  ce  Mémoire,  Euler  se  propose  différens  problêmes 
relatifs  aux  tangentes ,  qui  conduisent  naturellement  à  des 
équations  différentielles  ,  et  il  remarque  qu*ils  ont  chacun 
deux  solutions,  dont  lune  résulte  de  l'intégration,  et  admet, 
parconséquent ,  une  constai^te  arbitraire ,  et  dont  l'autre  est 
jadépendante  de  l'intégration,  et  peut  se  trouver  même  par 
la  différenciation  de  l'équation. 

Voici  un  de  ces  problêmes.  On  demande  une  courbe  telle, 
que,  tirant  de  deux  points  donnés  des  perpendiculaires  sur 
une  quelconque  de  ses  tangentes,  le  produit  de  ces  perpen- 
diculaires soit  une   quantité  constante. 

Faisons  passer  l'axe  des  abscisses  par  les  deux  points  donnés, 
et  soient  p  etç  les  deux  abscisses  qui  répondent  à  ces  points, 
et.t la.sous-^tangente  à  un  point  quelconque,  o'est-à-dîre ,  la 
partie  de  Taxe  comprise  entre  la  tangente  idt  rordonnéej^, 
on  aura  t — -x  pour  la  partie  comprise  entre  la  tangente  et 
l'origine  des  abscisses;  donc  ^— a;4^p  et  t— x-f-^  seront  les 
parties  de  l'axe  comprises  entre  les  deux  points  donnes  et 
la  tangente. 

Ayant  abaissé -^e  ces  points  des  perpendiculaires  sur  lia 
tangente,  on  formera  p^r  là  deux  triangles  rectangles  sem-* 
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,]>]ables  au  triangle  rectangle  formé  par  la  tangente  ^  Tordonnée 
y  et  la  sous-tangente  t\  il  est  visible  que^  dans  ces  triangles^ 
les  lignes  ^•— x-f-p,  t— a: -f- 9  répondront  à  la  tangente  même, 
qui  estj/  (^  +  ^*),  et  que  les  perpendiculaires  dont  il  s'agit 
répondront  à  lordonaée^;  de  sorte  ^'on  aura  pour  cet 
perpendiculaires,  les  valeurs 

parconséquent  Téquation  du  problème  sera 

k  étant  une  constante  donnée. 

Or ,  le  rapport  de    Fordonnée   à  la  sous-tangente  étant 
«xprimé  par  la  fonction  prime  y' ^  on  a 

parconséquent 

cette  valenr  étant  substituée  dans  l'équation  précédente, 
elle  se  réduit  à 

équation  du  premier  ordre. 

Cette-  équation ,   étant  mise .  sous  la  forme  différentielle  , 
et  multipliée  par  dx^  +  Jy*,  devient 

(ydx—xdy  +  pdy)  (ydx ^xdy+  qdy)-^  k  (dx^+dy)  =  0; 

c'est  l'équation  donnée  par  les  conditions  du  problême.  . 
£uler  reiïuuque  qu'il  êexs^t  difilcUe  d'intégrer  cette  équa* 
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tioïi  directement;  mais    qu'on  y  peut  parvenir   facilemeal 
en  la  difFérenciant. 

On  a  ainsi  ^   en  prenant  cIjf  pour  constant^ 

(jdx—xdy+qdy)  (p-^x^d'y 
-f-(j^ctr — xdy-j-pdy^  {q — x)  dy -^ ^kdydy :=:Q , 

équation  toute  divisible  par  dy. 
En  la  divisant  d*abord  par  dy,  on  a  celle-ci, 

(ydx  —  xdy+qdy)  {p — x) 

+  (^ydx  —  xdy-j-pdy^  {q — x)  —  t^kdy'=zo, 

qui  n'est  que  du  premier  ordre  ,  comme  la  proposée ,  et  qui, 
.étant  combinée  avec,  elle ,  donnera ,  par  l'élimination  de  dy, 
une  équation  finie  en  a:  et  j^. 

En  effet ,  cette  dernière  équation  étant  multipliée  par  dy, 
et  retranchée  de  la  première  multipliée  par  à ,  on  aura  celle-ci, 

d'où  l'on  tire 

'  dx      j(p  +  9 — ax)'* 

mais  la  même  équation  donne 


dy  _  .y(p  +  <y— Q^O 


dx      a[/i— (p  — a?)<^— «>]' 

donc,  comparant  ces  deux  v^urs ,  et  mubipUant  en  cmi: 
on  aura  celle-ci, 

:    y(p+ç— aa:)»=4(A— ;>f!>Cfe~(p— ^i)  (9— ^)3t 
laquelle  se  réduit  à 
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ov,  plus  simplement  encore,   à  ' 

équation  à  une  ellipse  dont  le  carré  du  petit  axe  est  A,  et 
le  carré  du  grand   axe  est  ft  -f-  (     '     /  '>  ^^  «'orte  qu« 

^- — -2  sera  la  ^stance  du  centre  au  foyer  ;  et  comme  le  centre 

ée  FelKpse  répond  à  rabscisse^^î^  ,  il  s*ensvitqH«I%sdeux^ 

foyers  répondent  aux  abscisees;?  et  ^^  et  sont^  parconséquent^ 
dans  les  deux  points  donnés. 

En  effet,  on  sait,  par  la  tBéorie  des  sections  coniques, 
que  le  produit  des  perpendiculaires  menées  cle  chacun  des 
foyers  sur  une  tangente  quelcon^e,  est  constant,  et  égal 
au  carré  du  petit  axe. 

L'équation  que  nous  venons  de  trouver  ne  renferme  point 
de  constante  arbitraire ,  puisqu'elfé  provient  de  deux  équa- 

tions  différentielles  du  premier  ordre  par  l'élimination  de  —  ; 

mais  on  aura  une  autre  équation,  arec  une  constante  arbitraire, 
par  le  moyen  de  Tautre  facteur  dy,  lequel  donne  lequatioB 
du  second  ordre 

d'y  =  a; 

d'où  Ton  tire 

dy  =  adx , 

a  étant  une  constante  arbitraire;  cette  équation  étant  com- 
binée de  nouveau  avec  la  proposée,  on  aura  celle^. 
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d'où  l'on  tire 

équation  à  deux  lignes  droites. 

Il  est  visible  ,  en  efFet ,  que  la  ligne  droite  satisfait  aussi 
au  même  problème^  pourvu  qu'elle  soit  placée  de  manière 
que  le  produit  des.  deux  perpendiculaires  menées  des  deux 
points  donnés  sur  cette  ligne ,  soit  égal  à  k. 

Si>  dans  les  expressions  générales  de  ces  perpendiculaires 
trouvées  ci-dessus,  on  substitue  pour^  sa  valeur^,  ou  bien 

*3L.    suivant  la  notatioa  du  calcul  différentiel,  on  a 
dy 

y—xdy+pdy       y—xdy+qdy 

|/  (ix^+dy*)       y  {dx^+df)' 

Soit 

en  général  l'équation  à  la  ligile  droite ,  on  aura 

dyr=zadx\ 

substituant  ces  valeurs,  les  deux  perpendiculaires  deviendront 

h+ap  b'\'aq 

l/(i  +  a*)       i/(i-f.a*)- 

et  l'on  aura  l'équation 
d'où  l'on  tire 

ce  qui  donne  les  mêmes  lignes  droites  que  nous  venons  de  trouver. 

Telle  est  l'analyse  d'^u/er,  que  j'ai  rapportée  en  entier, 
et  même  avec  un  peu  plus  de  détail,  pour  servir  d'exemple 


il'* 
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<dans  nne  matière  qui  est  encore  peu  traitée  dans  les.  ouvrages 
élémentaires. 

On  voit  que  ce  problême  admet  réellement  deux  solutions 
très-diiFérentes  ^  puiscpe  l'une  donne  des  lignes  droites ,  et 
l'autre  domie  une  ellipse. 

Euler  n'a  pas  cherché  à  rapprocher  ces  deux  solutions 
et  à  les  faire  dépendre  l'une  de  l'autre  ;  il  s'est  contenté  de 
donner  cette  duplicité  de  solutions  comme  un  paradoxe  de 
calcul  ititégral^  parla  raison  que  l'équation  qui  contient  une' 
constante  arbitraire^  et  qu'on  doit,  parconséquent,  regarder' 
comme  l'intégrale  complète  ^  ne  renferme  cependant  pas  l'autre 
équation  finie ,  qui  satisfait  également  à  l'équation  différentielle  ^ 
ce  qui  paraît^  en  effet,  contraire  aux  principes  du  calcul 
différentiel. 

Euler  regarde  aussi  comme  un  paradoxe ,  que  la  différen- 
dation  puisse  suppléer  à  l'intégration  y  ce  qui  ne  doit  s'entendre 
cependant  que  de  l'intégrale  sans  constante  arbitraire^  qui 
résulte  immédiatement  de  la  différentielle  de  l'équation  pro- 
posée, combinée  avec  ce^te  même  équation;  car,  pour  l'autre 
intégrale  qui  dépend  d'une  intégration  subséquente,  elle  est 
conforme  aux  principes  généraux  du  calcul. 

D'après  la  théorie  que  nous  avons  donnée  sur  les  équations 
primitives  singulières,  on  voit  clairement  que  ces  paradoxes 
à^ Euler  ne  sont  que  des  résultats  particuliers  de  cette  théorie. 

II  est  évident  que  l'équation  à  l'ellipse,  qui  est  sans  constante 
arbitraire,  n'est  que  l'équation  primitive  singulière  de  l'é- 
quation du  premier  ordre  ,  donnée  par  les  conditions  du 
problême  ,  puisqu'elle  résulte  du  facteur  du  même  ordre 
qui  multiplie  la  dérivée  de  la  même  équation  ;  et  que  l'é- 
quation à  la  ligne  droite ,  qui  vient  de  l'autre  facteur  du 
second  ordre,  est  donnée  par  l'équation  primitive  complète, 
avec  une  constante  arbitraire ,  conformément  à  la  théorie 
développée  dfms  I4  leçon  seizième. 
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'  Si  de  réqaation  à  la  ligne  droite 

et  de  sa  dérivée 

on  tire  les  valeurs  des  constantes  a  et  6  ,  on  a 

«t  ces  valeurs  ,  substituées  dans  l'équation  donnée  par  les 
conditions  du  problème  ;  savoir, 

fournissent  celle-ci, 

(jy*- ^ +«^  )  O  -  ^5^ + 9/ )  =  ft  (  i-+y  ) , 

qui  est  ,    comme  Ton   voit,  l'équation  du  •  premier  ordre  à 
laquelle  le  problème  conduit  directement.  Ainsi  cette  équation' 
appartient    à  la  classe   que  nous  avons  examinée    à  la   Bn 
de  la  leçon  précédente ,  dont  la  forme  générale  est 

0(a,  i)r=o, 

et  qui  est  toujours  susceptible  d'une  équation  primitive 
singulière  qu'on  peut  obtenir  par  l'élimination  de  j/,  au  moyen 
de  la  dérivée  relative  ky',  ce  qui  redonne  le  résultat  que 
nous  avons  trouvé. 

Si  l'on  voulait  tirerréquation  primitive  singulière  deFéqu'ation 
primitive  complète,  d'après  la  théorie  de  la  leçon  quinzième,  il- 
n'y  aurait  qu'à  substitua  d'abord  dans  l'équation  de  condition 
en  a  et î,  la  valeur  de  b  tirée  de  l'équation^ 

ce  qui  donnera  celle-ci 

qrâ 
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tjiii  est  à  deux  lignes  droites,  et  qu'on  peut  regarder  comme 
1- équation  primitive  du  problême ,  dans  laquelle  a  est  la  conS' 
tante  arbitraire.  Ainsi  il  n'y  aura  qu  a  éliminer  a  au  moyen 
de  cette  équation  et  de  sa  dérivée  ,  et  Ton  aura  encore 
le  même  résultat,  puisqti^  Téquation  en  y  a  la  même  forme 
que  l'équation  en  a  ;  ce  qui  sert  de  plu»  en  plus  à  rapprocher 
les  différentes  méthodes  que  nous  avons  données. 

Nous  avons  démontré ,  à  l'occasion  du  problême  de  Leibnkz, 
que  toute  équation  primitive  singulière  représente  la  courbe 
formée  par  l'intersection  continuelle  des  lignes  représentées 
par  l'équation  primitive  complète  ;  ainsi  on  peut  dire  que 
l'ellipse  qui  résout  le  problême  SEulery  est  formée  par  l'intersec- 
tion continuelle  de  toutes  les  droites  représentées  par  l'équatioa 

en  supposant  que   la  constante  a  varie  de  l'une  à  l'autre. 

Par  cette  considération  ,  on  pourrait  donc  aussi  résoudre 
le  problême  à*Euler,  comme  Leibnitz  avait  résolu  celui  dont 
nous  avons  parlé  au  commencement  de  cette  leçon,  et  parvenir 
directement  à  l'ellipse,  qui  n'est  donnée  par  l'analyse  que  d'unô 
manière  indirecte. 

Jusques  là  on  n'avait  considéré  les  équations  primitives 
singulières  que  comme  des  solutions  particulières  qui  se  pré- 
sentaient d'elles-mêmes  et  sans  intégration ,  et  on  n'avait  encore 
aucun  moyen  pour  reconnaître,  à  priori^  si  une  pareille  solution 
pouvait  être  comprise  ou  non  dans  la  solution  générale  donnée 
par  l'intégrale  complète  de  l'équation  différentielle  du  problème. 
Euler  a  donné  le  premier  une  règle  générale  pour  cet  objet, 
dans  le  premier  volume  de  son  Calcul  intégral;  et  Laplace. 
a  montré  ensuite  comment  on  peut  déduire  de  l'équation 
différentielle  ,  les  solutions  particulières  qui  échappent  à 
l'intégrale  .complète ,  comme  Jftous  l'avons  rapporté  à  la  Tia 
de  la  leçon  quinzième. 

T 
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Il  restait  à  découvrir  la  liaison  entre  ces  intégrales  partie 
culières  et  les  intégrales  complètes  ,  ainsi  qu'entre  les  courbes 
données  par  les  unes  et  les  autres ,  et  à  rappeler  toute  la 
théorie  de  ces  différentes  intégrales,  aux  premiers  principes 
du  calcul  diff'érentiel  ;  c'est  ce  qu'c||i  a  fait  dans  un  mémoire 
sur  ce  sujet ,  imprimé  dans  le  Recueil  de  T Académie  de  Berlin 
de  1774  y  ^^  d^^^  u^  autre  mémoire  imprimé  dans  le  mêm^ 
Recueil  pour  1779. 

Comme  ce  point  d'analyse  est  un  des  plus  intéressans  par 
ses  différentes  applications,  j'ai  cru  devçir  en  développer  toute 
la  théorie  dans  ces  leçons ,  en  y  joignant  des  considérations 
nouvelles  et  des  détails  historiques  qui  peuvent  faire  plaisir  aux 
analystes  et  servir  à  l'histoire  de  cette  partie  des  mathématiques. 
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LEÇON     DIX-HUITIÈME. 

I 

Digression  sur"  les  équations  aux  différences 
finies  ,  sur  le  passage  de  ces  différences  aux 
différentielles  ^  et  sur  ï invention  du  calcul 
différentiel. 

IjES  premiers  auteurs  du  ca|cul  différentiel,  Bartow  et 
Leibnitz ,  ont  considéré  les  quantités  yariables  conlme  crois- 
sant par  des  différences  infiniment  petites ,  et  ont  inventé  les 
équations  différentielles  pour  déterminer  les  rapports  de ,  ces 
différences.  Comme  la  supposition  des  quantités  infiniment 
petites  répugne  à  la  rigueur  de  Fanalyse  ,  on  a  considéré  depuis 
les  accroissemens  des  quantités  variables  comme  finis ,  et  çn  a 
formé  ,  à  l'imitation  du  calcul  différentiel ,  un  nouveau  calcul 
pour  les  différences  finies  ,  dans  lequel  les  résultats  sont  rigou-' 
reusement  exacts.  Ce  calcul  ,  dont  Tailor  avait  donné  la  pre- 
mière idée  dans  son  Methôdus  incrementorum ,  et  dont  on  s*est 
beaucoup  occupé  dans  ces  derniers  temps ,  sous  le  nom  de 
Calcul  aux  différences  finies  ,  sert  à  trouver  la  loi  des  termes 
consécutifs  d'une  série  ou  progression  dans  laquelle  on  connaît 
l'expression  ou  la  formation  du  terme  général  \  et  réciproque- 
ment à  trouver  l'expression  du  terme  général ,  d'après  la  loi  des 
termes  consécutifs. 

Mais  nous  observerons  que,  dans  ces  recherches,  la  considé- 
ration des  différences  n'est  point  nécessaire  comme  dans  le 
calcul  différentiel ,  et  que  leur  emploi  peut  même  être  plus 
incommode  qu'utile  ,  parceque  la  suppression  des  termes 
infiniment  petits,  qui  produit  la  simplification  du  calcul  diffé- 
rentiel ,  n'ayant  point  lieu  dans  les  différences  finies  ,  il  arrive 
souvent  que  les  formules  eh  différences,  sont  plus  compliquée» 
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que  si  elles  contenaient  immédiatement  les  termes  successifs 
eux-mêmes. 

D'ailleurs  l'analogie  qu'on  a  cru  pouvoir  établir  entre  le 
calcul  aux  différences  infiniment  petites  et  le  calcul  aux 
différences  finies ,  est  plus  apparente  que  réelle  ,  malgré  la 
conformité  de  quelques  procédés  et  de  quelques  résultats  ;  car, 
dans  celui-ci,  on  considère  les  différens  termes  de  la  progres- 
sion y  comme  représentés  par  une  même  fonction  de  quantités 
différentes  d'un  terme  à  l'autre  ,  et  lés  équations  aux  diffé- 
rences  finies  ne  sont  que  des  équations  entre  ces  mêmes  fonc- 
tions :  au  lieu  que  les  équations  différentielles  ,  ou  aux 
différences  infiniment  petites  ,  sont  essentiellement  entre  des 
fonctions  différentes  de  la  même  variable^  mais  denrées  les 
unes  des  autres  par  des  règles  fi^es  et  uniformes. 

Les  équations  aux  différences  finies  ,  ne  sont  autre  chos^. 
qu'une  suite  d'équations  semblables  entre  différentes  inconnues, 
par  lesquelles  on  peut  toujours  déterminer  successivement  cha- 
cune de  ces  inconnues. 

Mais  la  loi  uniforme  qui  règne  entre  ces  équations ,  fait  qu'on 
peut  regarder  leurs  inconnues  comme  formant  une  suite  ré-, 
gulière  et  susceptible  d'un  terme  général  ;  et  l'expression  de 
ce  terme  donne  alors  la  résolution  générale  de  toutes  les 
équations. 

Ainsi  le  calcul  qu'on  a  nommé  aux  différences  finies  ,  n'est 
proprement  que  le  calcul  des  suites  ,  et  ne  peut  être  assimilé 
au  calcul  différentiel  qui  est  essentiellement  le  calcul  des 
fonctions  dérivées. 

Mais  on  a  pensé  que  la  considération  des  différences  finies 
pouvait  conduire  à  celle  des  différences  infiniment  petites»  et  que 
le  calcul  aux  différences  finies  conserverait  toute  sa  rigueur  , 
en  devenant  calcul  différentiel  ,  par  l'omission  des  termes 
infiniment  petits.  Et  de  là  est  née  la  méthode  des  limites  dans 
laquelle  on  regarde  le  rapport  des  différences  infiniment  pe- 
tites ,  comme  la  limite  du  rapport  des  différences  fiinies  ,  et  le» 
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équations  différentieUes  ,  comme  les  limites  des  équations  aux 
différences  finies. 

Je  ne  disconviens  pas  qu*on  ne  puisse ,  de  cette  manière  , 
âémontrer  la  légitimité  des  résultats  du  calcul  différentiel  ; 
mais ,  quoique  cette  marche  paraisse  directe  et  naturelle ,  le 
passage  du  fini  à  l'infini  exige  toujours  une  espèce  de  saut , 
plus  ou  moins  forcé ,  qui  rompt  la  loi  de  continuité ,  et  change 
la  forme  des  fonctions. 

Ayant  réduit ,  comme  nous  l'ayons  fait ,  le  cdcul  différen- 
tiel à  ses  véritables  élémens  ,  les  fonctions  dérivées ,  et  l'ayant 
ainsi  entièrement  séparé  du  calcul  aux  différences  finies ,  nous 
avons  cru  devoir  dire  deux  niots  de  la  nature  et  des  usages  de 
celui-ci ,  qui  n'est ,  à  proprement  parler  ,  que  l'analyse  ordi-^- 
naire  appliquée  à  une  suite  de  quantités  qu'on  suppose  dépendre 
d'une  même  loi. 

Soit  ime  suite  de  quantités 

^       «     1      •     s      4 

yy  y>  y>  yy  y>^^^'' 

qui  répondent  à  ces  quantités  en  progression  arithmétique 

o^  ij!ziy3i,  4^>  etc. 

Désignons ,  en  général ,  un  terme  quelconque  de  la  première 
suite,  Jfsay ,  et  le  terme  correspondant  de  la  seconde  suite  ^ 

par  x;  désignons  de  plus  par  y,  yyyy  etc-. ,  les  termes  qui , 
dans  la  première  suite  ,  suivent  le  ternfte  y ,  et  qm  répondent 
aux  termes 

a:-|-£,  x.-f-û^»  x-J-3/,  etc. 
de  la  seconde. 

Enfin ,  désignons,  pour  plus  de  simplicité  ,  par  les  caracté-^ 
ristiques  A,  A*,  etc.  ,  les  différences  premières,  secondes,  etc. 
des  termes  de  la  première  suite ,  de  manière  que  l'on  ait 

^y—y-^y^  à.^—y^^y+yt^tc. 
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A  l'égard  de  la  seconde  suite ,  il  est  clair  qu'on  aura 

i^a?=  i    et    A*x  ^  o  ,  etc. 

Cela  posé  ^  supposons  d'abord   que  la  première  mte  soit 
formée  de  la  seconde  par  cette  loi  très-simple 

a  étant  un  coef&cient  constant  pour  toutt  la  suite. 

On  aura  donc  aussi  y  en  changeant  ^  en  ^  et  x  en  a?  -|*  >  > 
réquation 

et  comme  les    deux  équations  doivent  avoir  lieu  en  même 
temps  ^  on  pourra  y  si  l'on  veut  ^  en  éliminer  la  constante  a. 

Retranchant^  pour  cela  ^  la  première  de  la  seconde^  on 
aura 

y  -^y  =r  ai  \   ou    Ay  =3  ai  ; 
d'où  l'on  tire 

donc  ,  substituant  cette  valeur  dans  la  première  %  elle  de- 
viendra 

La  première  équation 

y:=:ax 

donne  le  terme  général  de  la  suite  \  l'autre  équation 

xAy 
y=  — ^ 

donne  la  loi  entre  les  ternies  successifs  ;  car  ^puisque 
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J^=J^  +  ■^>  on  jr=  -j-jr. 

Réciproquement  >  on  voit   qne  cette  loi  des  termes  étant 

donnée ,  le  terme  général  sera  nécessairement 

yzrzaa: 

€1  étant  nne  constante  arbitraire  ;  et  il  est  facile  de  se  con- 
vaincre qne  cette  expression  dey  en  or  est  la  plus  générale  qni 
puisse  répondre  à  Téquation  aux  différences 

^y 

4y  =  -*^- 

Si  la  différence  i  de  la  progression  arithmétique  devenait 

infiniment  petite  ^  la  différence  correspondante  ùy  deviendrait 

/y 
infiniment  petite  aussi ,  et  leur  rapport  -^  y  que  nous  avons 

vu  être  égal  à  la  constante  arbitraire  a,  serait  toujours  le 
même.  Dans  l'infiniment  petit ,  ce  rapport  devient  égal  à  la. 
fonction  dérivée  y  ,  en  regardant  y  comme  fonction  de  a:  ^ 
et  réquation  devient  alors 

qui  est  Féquatîon  dérivée  dont 

est  l'équation  primitive^  a  étant  la  constante  arbitraire» 
Supposons  maintenant  cette  loi . 

y  —  ax+(f, 

qui  u'est  guère  plus  compliquée  que  la  précédente. 
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On  aura  donc  aussi ,  en  changeant  y  en  jf  et  x  en  a?  +  i; 

^  =  or  +  ai -f- a*  ; 

retranchant  la  première  de   celle-ci  ^  et  mettant  ^y  pour 

y  --  y  ^  on  aura 

ày  z=iai  \ 

d'où  l'on  tire 

Ay 

l 
et  substituant  cette  valeur  à  la  place  de  a  ^  on  aura 

y—  i  +  i»  * 

équation  aux  différences  finies  y  et  qui  est  indépendante  de  la 
constante  a,  ^ 

La  première  équation  donne  donc  l'expression  du  terme  gé-* 
néral  ,  et  la  seconde  donne  la  loi  entre  les  termes  successifs , 
de  manière  que  cette  loi  étant  proposée  ,  on  aura ,  par  la 
première  ,  le  terme  général  avec  une  constante  arbitraire  a. 

L'analyse  précédente  suppose  que  la  quantité  a  est  indépen- 
dante de  X  ,  puisqu'elle  demeure  la  même  dans  les  deux 
équations  successives  ;  mais  si  elle  dépendait  de  x  ,  de  ma- 
nière que  les  deux  équations  eussent  néanmoins  la  même  forme 
que  dans  le  cas  où  elle  est  constante  ,  il  est  clair  que  réqua*- 
tion  aux  différences  qui  résulte  de  ces  deux  équations  par 
l'élimination  de  a  ,  serait  encore  la  même  ;  parconséquent  on 
aurait  plus  d'une  équation  en  a;  et  ^  pour  la  même  équation 
aux  différences  :  c'est  le  principe  qui  donne  les  équations 
primitives  singulières  >  comme  on  l'a  vu  dans  la  leçon  qua- 
torzième. 

Supposons  donc  ,  en  général  >  que  la  quantité  a ,  qui  répond 
&  X,  devienne  c,  (z,  etc.  ^  lorsque  x  devient  x+i ,  x^2i^  etc. , 
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les  deux  équations  successives  ^  dont  Tune  répond  à  a?  et 
Tautre  à.  x-j-i ,  seront 

^  =  or  +  a', 

y  =  a  (  a;  +  z)  +  ûfS 

Or ,  si  on  suppose  que  les  quantités  a  et  a  soient  telles  qii« 
Ton  ait 

la  seconde  équation  deviendra 

y  =  a{x  +  i)  4- a* 

comme  dans  le  cas  où  a  est  supposé  constante  ;  parconté-» 
quent  on  aura  également ,  par  Télimination  de  a  »  l'équation 
aux  différences 


—  ^y  _i  Ay* 


n  s'agit  donc  de  trouver  le  terme  général  de  la  série  dont 

les  termes  consécutifs  a  et  a ,  répondant  à  a:  et  a:  +  ^  ^  ont  entre 
eux  la  relation  déterminée  par  1*  équation  ci -dessus^  qui  «e 
réduit  à  cette  forme 

û*  — a*+(a:+£)    (a— a)  =  o, 

«t  qui  est ,  comme  on  voit ,  du  genre  des  équations  4ux  dif-r 
férences. 

Cette  équation  se  réduit  à 

[a+a  +  (x  +  î)]  (a— a)  =  o, 
et  se  décompose  ,  paroonséquent ,  en  ces  deux-ci , 

'  '        •  .  .        • 

a— a=:o,c+a-f-a2+i=:o. 
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La  première  donne 


/ 


et ,  parconséquenf  ,  a  égal  à  une  constante  quelconque  ;  c'est 
le  cas  que  nous  ayons  supposé  d'abord. 

La  seconde  donne  une  relation  entre  a  et  a,  d'après  laquelle 
il  faut  trouver  le  terme  général. 

Pour  simplifier  cette  équation  ,  je  suppose  d'abord       / 
m  et  n  étant  des  constantes ,  et  îx  une  nouvelle  variable  ;  j'ai 

et  l'équation  devient ,  par  ces  substitutions, 

u  -f-  "  4"  (  ^^  -{-i)x-f-27i-(-(m-f-i)ï=:o, 

où  je  peux  faire  disparaître  les  termes  indépendans  de  u. 
Je  fais  donc 

Qm  +i=::so     et    3w-{-(m-f-i)ï=o 

ce  qui  donne 

1  i 


de  sorte  qu'en  faisanf 


X        t 
a=ï  u  —  —  —  — , 
24' 

l'équation  se  réduit  à  cette  forme  plus  simple  , 

u  -}•  I*  =  o. 
J'observe  maintenant  qa*cn  supposant 
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£  çt  r  étant  des  constantes  ^  on  a 

et  la  substitution  donne 

•  équation  divisible  par  ir* ,  et  qui  donne    \  ^ 

y»-}-i  ;=:o: 

d*où  Ton  tire  ' 

.«I 

7*  =  — 1     et    r=:(— i)\ 

Ainsi  Texpressîon 

satisfait  à  Téquation  avec  la  constante  arbitraire  ft.  En^  effet , 
en  supposant  cette  équation  en  u  et  a?  ^  pour  faire  disparaître 
la  constante  6  ^  on  prendra  Téquation  successive 

îî=6(— i)      '       ;=—  4(— 1)7, 
et  ^  élifiiinant  h ,  on  aura 

u  -}"  ^'  =  o  > 
équation  proposée. 

Donc  Fexpression  générale  de  a  sera 

et  cette  valeur ,  substituée  dans  Vexpressîon  de  y ,  donnera 
im  nouveau  terme  général  avec  une  constante  arbitraire  b ,  qui 
satisfera  également  à  la  même  équation  aux  différences 

ccAy    ,    Ay* 

*      fc'  -         /  V. 
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Pour  faciliter  cette  substitution ,  je  mets  l'expression  donnée 
de  y  sous  cette  forme 

et  j'y  substitue  ,  pour  a  ,  la  valeur  qu'on  vient  de  trouver  ;  il 
vient  cette  nouvelle  expression  dey 

Comme  h  est  ici  une  constante  arbitraore  ^  on  peut  aussi 
la  faire  disparaître  par  l'équation  successive  y  dans  laquelle 
X  devient  a;  +  i ,  ^\  y'  devient  y  ou  y  -f-  Ay  ;  on  aura  ainsi 


jy-f.4y=^[-fi(-x)^-jj- 


4 

à  cause  de 


(-1)    '      =(-!)•        S=-(-0'' 

Retranchant  de  cette  équation  la  précédeûte ,  et  obserrant 
que  la  différence  des  deux  carrés  est  Id  produit  de  la  somme 
par  la  différence  des  racines^  on  aura  tout  de  suite 

d'où  l'on  tire 

et  cette  valeur  y  substilnée  dam  la  prenHère^  équati^ ,  donne 
}  ecjuation  aux  diflférence» 


^=Cf +!)■-?■■ 
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•avoir ,  ' 

qui  est  la  même  qu'on  avait  trouvée  dans  le  cas  où  a  était  la 
constante  arbitraire. 

Si  maintenant  on  suppose  que    la  différence  i  devienne 
infiniment  petite  ,  la  différence  correspondante  Ay  le  dëvien-^ 

dra  aussi  \  mais  leur  rapport  -^  qui  ^  dans  le  premier  cas  » 

X 

^       oc        l 
est  égala  a ,  et ,  dans  le  second  ,  est  égala  b  ( — i)*  —  -  —  - , 

^       4 
demeurera  fini  ;    ce  rapport  devient  alors  la  fonction  dérivée 

de  ^ ,  regardée  comme  fonction  de  x\  et  Téquation  aux  dif- 
férences devient  ^  parconséquent , 

qui  est^  en  effets  Téquation  dérivée  dont  la  primitive  est 

a  étant  la  constante  arbitraire. 

Car  en  prenant  les  fonctions  dérivées  »  on  a 

y  =  ûi 
et  substituant  cette  valeur  ;  il  vient 

Mais  que  devient  alors  la  seconde  expression  de^  qui  con- 
tient la  constante  arbitraire  b  7 

Suivant  les    principes    des    infiniment    petits  ,   le    term:e 

i  f 

—  2  doit  être  rejeté  vis-à-vis  du  terme  fini  b  (—  i  )*  ;  ainsi  en 
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aurait  simplement 

4  cause  de 

Mais  cette  valeur  de  y  ne  satisfait  pas  à  Téquation  déri«* 
yée  ,  à  moins  qu'on  ne  suppose 

6  =  0  ; 
car  elle  donne 

f  X 

y  a* 

Faisant  la  substitution ,  on  a 

&_  3»  du  g      UU 

et  parconséquent , 

i  =  o. 

Ainsi  il  faut  dire  que  le  passage  du  Gni  à  TinEniment  petit  , 
anéantit  non-seulement  les  quantités  infiniment  petites ,  mais 
encore  la  constante  arbitraire. 

Au  reste  ,  en  faisant 
l'expression 

devient  une  valeur  singulière  ;  car  en  prenant  les  fonctions 
dérivées  relatives  à  a  dans  Téquation  primitive 

on  a  * 

jc  +  aa  =  o  ; 
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d'où 


3C 


et  de  U 

Ainsi  on  peut  regarder  anssi  la  seconde  expression  de  y 
comme  une  valeur  singulière  du  terme  général  ;  mais  comme 
elle  conserve  la  constante  b  tant  que  les  difTérences  i  sont 
finies  ,  û  est  clair  qu'elle  a  la  même  généralité  que  la  pre- 
mière ,  ensorte  qu*on  peut  supposer  que  la  valeur  de  y  soit 
donnée  lorsque  jc  =  o  ;  ce  qui  n'a  pas  lieu  pour  les  valeurs 
singulières  des  équations  primitives  ordinaires. 

Feu  Charles  y  de  TAcadémie  des  Sciences  ,  est  le  premier 
qui  ait  fait  cette  remarque  importante ,  qu  a  une  même  équa- 
tion aux  différences  finies  ,  peuvent  répondre  deux  équations 
intégrales  ou  sans  diCFérences  ,  ayant  chacune  une  constante 
arbitraire. 

.    Voyez  les  Mémoires  de  cette  Académie  pour  l'année  1783. 

Mais  les  conséquences  qu'il  a  voulu  en  tirer  dans  la  suite 
(  Mémoire  de  1788)  ,  relativement  aux  intégrales  des  équa- 
tions différentielles ,  sont  tout-à-fait  illusoires  *,  elles  prouvent 
seulement  qu'on  ne  peut  pas  appliquer  immédiatement  à  Fin- 
iiniment  petit  proprement  dit  ,  les  résultats  trouvés  dans  la 
supposition  du  fini ,  et  que  ,  dans  le  passage  du  fini  à  l'infini- 
ment  petit ,  il  faut  supprimer  entièrement  tous  les  termes  qui 
peuvent  contenir  l'infîniment  petit ,  quoique  ces  termes  puissent 
n'être  pas  eux-mêmes  infiniment  petits. 

Ainsi ,  dans  la  formule 


^=t<->-'-0-f- 


le  terme  i  (-^  i  )'  ne  devient  pas  infiniment  petit  parla sup- 
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position  de  i  infiniment  petit  ;  néanmoins  ce  tenne  contenant 
la  différence  i ,  qui  devient  infiniment  petite  dans  Féquatioii 
différentielle  ,  doit  être  supprimé  pour  avoir  un  résultat  exact. 
£n  effet ,  en  effaçant  tout  ce  qui  contient  i  dans  Téquation 
précédente  ,  on  a  simplement 

comme  cela  doit  être  pour  satisfaire  à  Téquadon  dérivée. 

La  raison  en  est  que  ,  dans  le  passage  supposé  du  fini  i 
Tinfiniment  petit ,  les  fonctions  changent  réellement  de  na-* 

ture  y  et  que  le  -^  qu'on  emploie  dans  le  calcul  différentiel , 

est  essentiellement  une  fonction  différente  de  la  fonction  y  , 
tandis  que  tant  que  la  différence  dx  a  une  valeur  quelconque  ,  * 
aussi  petite  qu!on  voudra  ;  cette  quantité  n'est  que  la  diffé- 
rence de  deux  fonctions  de  la  même  forme  ;  d*oii  Ton  voit 
que  si  le  passage  du  fini  à  Tinfiniment  petit  peut  être  admis 
comme  moyen  mécanique  de  calcul ,  il  ne  peut  servir  à  faire 
connaître  la  nature  des  équations  différentielles  >  qui  consista 
en  ce  qu'elles  donnent  des  rapports  entre  les  fonctions  pri- 
mitives et  leurs  dérivées. 

On  peut  trouver  d'une  autre  manière  les  mêmes  expres- 
sions de  Y  qui  satisfont  à  l'équation  aux  différences 

y—    i    T  i»  • 

En  prenant  Féquation  successive  qui  répond  à  x^i,  on  a 
aussi 


s 

y  —  — i r-f-f 


mais 


y^y  +  ^y*  ^j=  ^y+  ^yi 

donc^ 
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donc  y  retranchant  la  première  équation  de  la  seconde^  on  aura 
sayoir ,  en  multipliant  par  i  et  réduisant , 

m 

équation  qui  so  décompose  ,  .comme  Ton  voit ,  en  deux  j 

A^  =  o    et    a: +  1-1 «^-4 — si  =  o. 

La  première  donne  tout  de  suite 

A^=:  à  une  constante; 
faisant  cette  constante  :=zai,  on  obtiendra 

A^  =  ai  ;  > 

substituant  cette  yaleur  dans  Téquation  aux  différences^  on 
aura  ,  comme  plus  haut , 

yz=:ax'+-  cf. 

Retenons  maintenant  la  supposition 

A^  zzzai , 

mais  en  regardant  a  comme  une  variable  dépendante  de  a:  ;  on 
aura 


/ . 


Ayzizai    et     A^=(a  — c)j; 
donc  l'autre  équation  deviendra  , 
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y  +^y  y  l'équation  sera  en  x,  y  et  Ay  ;  ce  sera  alors  pto-» 
prement  une  équation  aux  différences  premières. 

De  même  y  si  Téquation  du  terme  général  renferme  deux- 
constantes  aet  b ,  comme 

F(x,y,a,J>)z=zo, 

on  pourra  faire  évanouir  ces  deux  constantes  par  le  moyen 
des  deux  équations  successives 

PÇp^  +  hy>  û>i)=o,  F^x  +  !^i,y,a,b)  =  o. 

L'équation  résultante  sera  alors  entre  x ,  y,  y  et  y,  ou 
bien  entre  les  ijuantités  x,y,  Ay  et  A^,  en  substituant  jr-{*Ay 

pour  y ,  et  ^  +  aAy  -f-  A^  pour  y  ;  ce  sera  donc  une  équation 
aux  différences  secondes ,  et  ainsi  de  suite. 

Donc^  réciproquement ,  toute  équation  aux  différences  pre- 
mières ou  entre  deux  termes  successifs^  comportera  une 
constante  arbitraire  dans  l'équation  du  terme  général  ;  toute 
équation  aux  différences  secondes ,  ou  entre  trois  termes  suc- 
cessifs y  comportera  deux  constantes  arbitraires  dans  l'équa- 
tion du  terme  général^  et  ainsi  de  suite. 

On  peut^  en  effet ,  se  convaincre  que  cela  doit  être^  par  la 
nature  même  de  ces  équations. 

Considérons^   par  exemple ,  une  équation  quelconque  aux 

différences  premières  entre  x,  y  et  y,  et  supposons  qu'ayant 
tiré  la  valeur  de  y,  on  ait 

il 

Comme  la  même  équation  doit  avoir  lieu  dans  toute  Téten-* 
due  de  la  série,  en  faisant  successivement  '  ^ 

x=o,  i,  ad,  Si,  etc.. 
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o       1       s      5  / 

la  variable  y  deviendra j^,  y yj^yy  ^^^'   ®*  y    deviendra  en 

1      a      3     4  t 

même  temps  ^,j^,j^,j»^,  etc. 

Ainsi  l'équation  proposée  donnera  cette  suite  d'équations , 

1  O  A  1  3  A 

y—fi^^y^y  y=fi}yy)y  y—f(.^iyy)>  etc. 

Donc ,  substituant  successivement  les  valeurs  précédentes  ^ 
tpus  les  termes  y, ^,j^,  etc.  seront  donnés  par  le  premier 

o 

terme^;  et  un  terme  quelconque  y,^  répondant  k  x^  sera 

donné  en  x  ety.   ^ 

Ainsi  l'expression  du  terme  général  contiendra  nécessaire^ 

ment  la  valeur  arbitraire  et  constante  du  premier  terme  y. 
Si  réquation  proposée  était  aux   différences   secondes   ou 

entre  les  termes  successifs  j»^  J'*  >*  ^^  pourrait  en  tirer  la  va- 
leur  dejr,  et  Ton  aurait 

y=f(^,yyyy 

Donc ,  faisant  successivement 

a;  =  o,  i,  ai,  3i,  etc. ^ 
on  aurait 

y=f(.<^yy>y)y  y=f(.hy,y)y  j^=/(2i,y,^),  etc.; 

de  sorte  qu'en  substituant  toujours  les  valeurs   précédentes  , 

A       3       4  o  1 

on  aurait  les  termes^, y, j^,  etc.  donnés  en^  et^;  parcon- 
fléquent  le  terme  général  y  répondant  à  x  serait  exprimé  ea 

o  i  o  1 

x,y  et  y,  dans  lequel^  et  y  ont  de»  valeurs  arbitraires  et 
constantes. 
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£t  ainsi  pour  les  équations  aux  dilFérenees  plus  hautes; 

On  voit  par  là  que  le  nombre  de  constantes  arbitraires  qui 
doivent  entrer  dans  l'expression  complète  du  terme  général^  est 
nécessairement  égal  à  l'exposant  de  la  plus  haute  différence 
qui  entre  dans  l'équation  proposée;  d'où  l'on  doit  conclure 
que  toute  expression  du  terme  général  qui  satisfera  à  une 
équation  aux  différences,  et  qui  aura  autant  de  constantes  ar- 
bitraires que  cette  équation  en  admet  en  raison  de  l'ordre  de 
ces  différences ,  devra  être  regardée  comme  complète ,  dé 
quelque  manière  qu'on  y  soit   parvenu. 

Mais  la  même  équation  pourra  encore  être  susceptible 
d'une  autre  expression  générale  qui  répondra  à  l'équation 
primitive  singulière,  et  qu'on  pourra  trouver  parles  mêmes 
principes. 

Car  si 

F  (Xyy,  a)  r=p 

est  l'équation  qui  donne  l'expression  générale  àey  en.  x  avec 
la  constante  arbitraire  a ,  on  aura  l'équation  entre  les  termes 

,    successifs  y  etj',  ou  y^çX.  y'^ày,   en  éliminant  a  des  deux 
équations 

F{Xyy,à)z=iQi,    F(Xyy,  a)  =  o; 

et  le  résultat  de  cette  élimination,  qui  sera  l'équation  aux 
différences,  sera  le  même,  soit  que  la  quantité  a  soit  une 
constante  ou  une  quantité  dépendante  de  x,  pourvu  que,  dans 
ce  cas,  elle  soit  telle  que  l'on  ait 

^  F(x  +  i,^,  û)=:F(a?+î,y,  a). 

Cette  équation  étant  délivrée  des  fractions  et  des  radicaux  ^^ 

sera  toujours  divisible  par  a — a,  puisqu'on  effet  a=a  satis-i^ 
fait  ;  et  il  est  clair  que  cette  racine  donne  a  égal  à  twe^ 
constante ,   comnie  on  l'avait  supposé  d'aboyd. 
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II 


Si  réquatîon  ne  contient  les  quantités  a  et  a  qu'à  la  première 
dimension  ,  le  résultat  de  la  division  ne  contiendra  plus  ces 
quantités;  ainsi 


9 

a 


sera  la  seule  racine  y  et  il  n*y  aura  alors  qu'une  seule  exprès- 
fion  du  terme  général. 

Mais  si  ces  mêmes  quantités  forment  plusieurs  dimensiont 
dans  l'équation  dont  il  s'agit,  elles  s  y  trouveront  encore  après 

la  division  par  a— a,  et  l'on  aura  une  nouvelle  équation  entre 

<z  et  a^  qui  sera^  parconséquent,  aux  différences  premières  par 
rapport  à  la  variable  a  y  et  qui  pourra  donner  encore  une  ou 
plusieurs  valeurs  de  a  avec  de  nouvelles  constantes  arbitraires. 
C'est  le  cas  de  Téquation  que  nous  avons  considérée  ci-dessus. 

En  regardant  a  comme  une  fonction  àe  x ,  a  qui  réponâ 
kx  '\^iy  deviendra,  par  le  développement , 


'  .   .  ,   .  i^ 


a  =  a  4-  fa'  +  -  a"  +  etc. 

€tla  fonction  FÇ^Xyy,  a)  deviendra  aussi 

F(Xyy,  a)  +  iûfF'  (a)  +  etc.  ; 

parconséquent  Téquatijon  en  a  et  a  deviendra 

ia'F'  (û)  +  etc.  =  o. 

Lorsque  i  devient  infiniment  petit,  les  termes  qui  contiennent 
i',  i^y  etc.  devant  être  négligés  vis-à-vis  de  ceux  qui  ne  con- 
tiennent que  iy  l'équation  précédente  se  réduit  à 

7o'F'  (c)  =  o, 

4 
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laquelle  donne 

et  parconséquent  a  constante ,  ou 

•    F'(a)  =  o; 

d'où  Ton  tire  a  en  fonction  de  x  ;  c'est  le  cas  des  équations 
primitives  singulières. 

Dans  ce  cas  donc ,  l'expression  de  a  ne  peut  plus  contenir 
de  constante  arbitraire  ni  dépendre  dje  la  quantité  i  \  parconsé- 
quent il  fai\t  que  les  termes  qui  renferineraient  i  dans  l'expres- 
sion générale  de  a ,  tirée  de  l'équation  en  a  et  a ,  disparaissent 
absolument  dans  le  cas  de  i  infiniment  petit ,  quand  même  ces 
termes  ne  deviendraient  pas  alors  -infiniment  petits  >  comme 
nous  l'avons  vu  dans  l'exemple  précédent. 

La  plupart  des  formules  qu'on  a  trouvées  par  la  considéra- 
tion des  différences  finies  ,  et  qu*on  a  ensuite  traduites  en  calcul 
«différentiel ,  présentent  des  difficultés  analogues  dans  le  passage 
Su  fini  à  l'infiniment  petit,  et  qu'on  ne  peut  lever  que  par  Iç 
même  principe  de  rejeter  indistinctement  des  formules  finies 
tous  les  termes  qui  contiendraient  des  différences  infiniment 
petites ,  de  quelque  manière  que  ces  différences  s'y  trouvent 
contenues. 

Ainsi ,  par  exemple  y  on  a ,  en  employant  les  différences 
successives  y 

y=y+^Y,y=y+!^^y  +Ay,y=y  +  5Ay+  3A^^  +A^y,  etc.  ; 
et  en  général , 

y^^^^zy+mAy^ i- '-Ay+  -^ ^ ^  A^+etc^ 

c'est  l'expression  du  terme  m."^'  qui  répond  au  terme  x-j-mi 
de  la  série  x^  x  -j-  i ,  x  -^  ai,  etc. 

Si  donc  on  fait 

mi  7=  6)  y 
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le  terme  répondant  à  a:  -{-  « ,  sera ,  par  la  substitution  de  t 
au  lieu  de  m 

Cette  formule  ,  donnée  d'abord  par  Newton ,  à  la  fin  des 
Principes ,  pour  l'interpolation  des  lieux  des  comètes,  a  été  en- 
suite appliquée ,  par  Tailor ,  au  cas  où  les  différences,  i  deve- 
nant infiniment  petites  et  égales  à  ctr  ;  les  différences  A  y, 
ù^  ,  etc.  deviennent  dy ,  d^y ,  etc. 

Alors,  en  négligeant  les  termes  ï,  ai,  3i,  etc.  vis-à-yis  de  û», 
on  a  la  formule 

qui  exprime  la  valeur  de  ce  que  devient  j^  lorsque  x  devient 

C'est  la  formule  connue  sous  le  nom  de  Th'orèmc  de  Tailor. 

Cependant ,  comme  les  coefficiens  de  *  dans  les  facteurs  suc- 
cessifs de  ^a  première  formule ,  vont  en  augmentant  continuel- 
lement j  il  est  visible  que  ,  quelque  petit  que  soit  i,  il  se  trou- 
vera à  la  fin  multiplié  par  un  coefficient  si  grand ,  que  sa  valeur 
pourra  devenir  comparable  à  celle  de  g>  ,  et  ne  pourra  plus 
être ,  sans  erreur  ,  négligée  vis-à-vis  de  celle-ci.  Mais  la  sup- 
pression de  tous  les  multiples  de£ ,  quelque  grands  qu'ils  soient , 
est  néanmoins  commandée  par  la  nature  de  la  chose  ^  afin  que 

les  quantités-^  ,  -^j^,  etc.  cessent  d'être  exprimées  par  les 

différences  finies  des  quantités  y  >  y  )  y  y  etc. ,  qui  sont  des 
fonctions  semblables  de  :c ,  x  +  i,  x  -f-  ai,  etc. ,  et  deviennent 
amplement  les  fonctions  dérivées  y,  y,  etc.  de  la  même 
foiiptipnj. 
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£n  effet,  la  quantité^  étant  regardée  comme  une  fonctioit 
de  X  ^  la  formule  dont'  il  s'agit  doit  donner  la  même  fônctioa 
de  a:  +•  û>  ;  et  nous  avons  démontré ,  d'une  manière  directe  et 
rigoureuse ,  que  cette  fonction ,  développée  suivant  les  puis- 
sances de  »  ^  est  exactement  égale  à  la  série 


»•     «   .     o' 


La  formule  des  sinus  des  arcs  multiples ,  s'applique  de  la 
même  manière  au  développement  des  sinus  par  Tare  ^  et  est 
sujette  aux  mêmes  difficultés. 

£n  effet  on  a^  comme  on  l'a  vu  dans  la  leçon  dixième  , 


-   ,     .             m(m — i)(m— 2)        _.   ,     .  « 
•m.  mx=in  cos.  """'a:  sm.  x ^^ ^ — ——  cos.  "^'x  sm^.  ar 

+  Tn(m — i)(m — a)  (m — ^(m — 4)        «  «;     •    »i 
—i: ^ _  ^^^ ^ 2dcos. «-"^xsm.^a: — etc. 

â.o.4*^ 


Supposons  X  infiniment  petit  et  m  infini ,  ensorte  que  tïwc 
ait  une  valeur  finie  z  :  donc  mzzz-  ^  et  les  coefficiens  . 

X 


m  (m —  1  )  (m — 2)     m  (m —  1  )  (ni — 2)  (m — 3)  (m— 4)    ^^.^ 
^'  2.3  '  a. 3.4. 5 

deviendront,  en  rejetant  vis-à-vis  de  z  tous  les  multiples  de  x^ 
quelque  grands  qu'ils  puissent  être  y 


z        z^  7? 


X*  2.3x3' 2.3.4.50:^ 


,  etc. 


P'un  autre  côté,  sin.  x  se  réduit  à  x,  et  cos.  x  a  1  ;  done  ; 
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faisant  ces  substitutions ,  on  a 


z'  -.        v> 


sin.»  =  «-^  +  ^-3^-etc. 

formule  exacte  et  rigoureuse ,  comme  nous  l'avons  trouvé  par 
les  méthodes  directes. 

Ce  n*est  pas  seulement  dans  le  passage  des  différences  finies 
Hux  différentielles  que  les  fonctions  changent  de  forme  ^  cela 
a  ]ieu  aussi  dans  plusieurs  autres  circonstances  ;  et  nous  allons 
faire  voir ,  par  différens  exemples ,  que  l'analyse  indique  tou-  ' 
jours  et  opère  ce  changement,  par  des  expressions  qui  de- 
viennent alors  zéro  divisé  par  zéro. 

Considérons  d'abord  la  différentielle  d,fx.  Suivant  les  prin-* 
cîpes  rigoureux  du  calcul  des  différences ,  on  a 

J/x  =/(  X  4- dx  )  — /jp  ; 
«t  parconséquent 

d.fx f{^x  +  rfx) — fx 

dx  dx 

d  "fx  o 

Cette  valeur  de  -4^  devient  -  lorsque  dtr  =  o  ;  pour  savoir 

CLX  O 

ce  qu'elle  doit  être  dans  ce  cas-là ,  on  suivra  la  règle  exposée 
à  la  {in  de  la  leçon  huitième  ,  et  que  non,s  ayons  déduit^  do 
principes  indépendans  du  calcul  différentiel. 

On  prendra  donc  les  fonctions  dérivées  du  numérateur  et 
du  dénominateur  ^  relatives  à  la  variable  cLc  j,  et  on  y  fera  en-t 
^te 

dx  =  o. 

On  a.ura  ainsi/'  (x  -f-  éLc)  ,  et,  faisant  dx=:  o,  on  trouver^ 
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d.fx 
fx  pour  la  valeur  de  -^—i  lorsque 

Cette  valeur  est^  comme  Tou  voit ,  la  même  que  celle  qn« 
donne  le  calcul  différentiel ,  conune  nous  l'ayouâ  observé  à 
la  fin  de  la  leçon  deuxième. 

Si  l'on  considère  de  même  les  différences  secondes ,  on  a 
d*abord  rigoureusement 

â^,fx  =jf(x  -^  aiir  )  —  «/(x  +  cfa  )  +^; 
donc 

En  faisant 

dx'=zo , 

C?*    TX  O 

cette  valeur  de      '  \    devient  -  ;  on  prendra  donc  alors  les 

CLX  Q 

fonctions  dérivées  du  numérateur  et  du  dénominateur  relati- 
vement à  la  variable  cio:  ^  ce  qui  donnera 

f  (3?  -f>  Qdx)  —f  (  37  4-  dx) 

ax 
Cette  expression  devient  de  nouveau-,  lorsqu'on  y  fait 

ctr  =  o; 

c'est  pourquoi  il  faudra  prendre  encore  les  fonctions  dérivée» 
du  numérateur  et  du  dénominateur  relativement  à  la  même 
variable  dx  ;  on  aura 

a/"  (a:  +  affa)  — /' (a:  +  di  ): 


r 
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En  faisant  ici 

on  a  enfin  f^x  pour  la  valeur  de     Vt^  ■■ ,  lorsque 

£ir=  o. 

C'est,  en  effet,  la  valeur  de  la  différentielle  seconde  de^  , 
divisée  par  dx^. 

On  doit  conclure  de  là ,  en  -général ,  que  les  expressions 

•^ ,  -ï^ ,  etc.  employées  dans  le  calcul  différentiel ,  ne  peuvent 

être  prises   que   pour   des  symboles  dès   fonctions  dérivées 

Nous  avons  observé  plus  haut ,  que  Tailor  notait  parvenu 
à  la  formule  qui  porte  son  nom ,  que  d'une  manière  peu  exacte. 
On  peut ,  par  les  principes  précédens ,  donner  à  son  procédé 
toute  la  rigueur  que  l'analyse    exige. 

S\y  dans  la  formule  générale  d'interpolation  donnée  ci-dessus, 
on  fait 

elle  devient 

a. 3  i^ 

dans  laquelle 

A.fx=/(a:  +  0  ~y^ 

A*./x  = /(x  +  il)  —  fl/(«  +  0  + /i> 

etc. 
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Cette  formule  est  générale  quel  que  soit  i  ;  mais  en  faisant 


i  =  o. 


les  valeurs  des  expressions  — -^  ,  — d—  ,  etc.  deviennent  -• 


i      '      i^      ^  o 


Or  ces  expressions  sont  les  mêmes  que  celles  que  nous  avons 
considérées  ci-dessus ,  en  changeant  A  en  d,  et  i  en  dx. 

Ainsi  elles  deviennent ^^a?,  f"x ,  etc. ,  dans  le  cas  de 

i  =  o. 
On  a  donc  alors 

/(x  4-  «)  =/j:  +  ùfx  -f  -^fx  +  etc. 

« 

comme  nous  l'avons  trouvé  dans  la  leçon  deuxième ,  d'une  ma^ 
nière  rigoureuse  et  directe. 

On  peut  conclure  de  ce  que  nous  venons  d'exposer,  que 
ceux  qui ,  d'après  Euler,  regardent  les  différentielles  comme 
de  véritables  zéros,  et  parconséquent ,  leur  rapport  comme 
celui  de  zéro  à  zéro ,  sont  dans  toute  la  rigueur  de  l'analyse  ; 
parcequ'une  fonction  qui  satisfait  en  général  aux  conditions 
d'une  question ,  ne  saurait  changer  de  forme  pour  un  cas  par-- 

ticulîer,  qu'en  passant  par  l'état  de-;  comme  on  peut  le  prou- 
ver par  plusieurs  exemples. 

On  sait  que  la  somme  des  n  premiers  termes  de  la  progres- 
sion géométrique 

1  ^  a-^  a^  '^  cP  '{'  etc. ,. 

'  •*;          1  — a* 
iist  exprimer. par . 


En  regardant  cette  expression  comme  une  fonction  de  n, 
on  voit  que  cette  fonction  est  de  la  forme  exponentieUe. 
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Cependant^  lorsque 
la  série  devient 

et  la  somme  de  n  termes  est  n. 

Ainsi  y  dans  ce  cas  y  il  faut  que  la  fonction  exponentielle 
change  de  forme  et  devienne  une  simple  fonction  algébrique , 
ce  qui  ne  peut  se  faire  que  par  une  espèce  de  saut  que  l'ana-^ 

lyse  indique  alors  par  l'expression  -• 
£n  eifet^  en  faisant 

la  formule devient-  :  pour  en  trouver  la  valeur,   il 

faut  prendre  les  fonctions  dérivées  du  numérateur  et  du  dénomi-* 
nateur^  relativement  à  la  variable  a,  ce  qui  donne  «a"^*,  et 
parconséquent  /i^  en  faisant 


La  fonction  primitive  de  x* ,  ou  l'intégrale  de  x^dx ,  est , 
en  général , 


^nH-i 


Pour  qu'elle  commence  au  point  où. 


07=   a  y 


aP^'' 


il  en  faut  retrancher  la  constante  — r —  :   et  Ton  a  alors  la 
fonction 


jt«-M_«£jn4-i 


/!  +  i 


Cette  fonction  de  x  est  toujours  algébrique  ;  niais  dans  1© 

cas  où 

/î=— 1, 


à. 
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elle  devient  -  ;  ce  qui  indique  qu'elle  doit  alors  changer  dd 
forme. 

Pour  trpuver  la  nouvelle  fonction ,  on  prendra  les  fonctions 
dérivées  du  numérateur  et  du  dénominateur  de  Texpressioa 
précédente ,  relativement  à  la  variable  n  ;  l'on  aura  ainsi ,  par 
les  formules  données  dans  la  leçon  quatrième , 

a:"+»  Ix  —  a«^*  la. 
£n  faisant 

7I==—  1, 

on  a  /!r  —  /a  ou  Z  -  pour  la  fonction  primitive  de  - ,  comme  Ott 

Ta  trouvé  dans  la  même  leçon  par  d'autres  principes. 
La  série 

cos*  *x  smx— -^î ^-^ '  Xcos"  ^xsm.'a: 

2.0 

4-  ^^ ^ F^-7-p — —  X  cos«-^x  sm^x —  etc.' 

2.5.4.5 

est  représentée  généralement  par  la  fonction  en  «inus  , ^ 

71* 

comme  on  le  voit  par  la  formule  rapportée  plus  haut. 
Cette  fonction  devient  -  lorsque 

71  =  0  , 

auquel  cas  la  série  se  réduit  à 

sin  oc        sin^  x     .     sîn^  x 


+  g_.^  — etc. 


cos  X      3  cos  ^  X      5  cos^  x 

Cela  indique  que  la  fonction  doit  changer  de  forme  dans  ce 
cas  •,  en  effet  >  si  on  prend ,  suivant  la  règle ,  les  fonctions  dé- 
TVià^sféa  numérateur  et  du  dénominateur,  relativement  à  la 
.*.  variable  n,  Ia*fonction  devient  x  cos  tzX;  et  se  réduit  à  la  fonc- 
tion circulaire  a?  ^  en  faisant 

71  =;  o. 

C'est  ^ 
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C'est,  comme  Ton  sait ,  la  valeur  rigoureuse  de  la  série 

tang  X  —  -  tang*  a;  +  r  ta^g^  ^  —  etc. 

On  voit  clairement,  par  Ces  difFérens  exemples,  qu'il  se- 
fait    aisé  de  multiplier  s'il  était    nécessaire  ,  que  Texpres- 

eion  -  est  toujours  le  symptôme  d*un  changement  de  fonc-* 

tion ,  ce  qtfîl  me  semble  qu'on  n'avait  pas  encore  rèinarqué. 

C'est  par  les  principes  exposés  dans  cette  leçon ,  qu'on  peut 
résoudre  ,  d'une  manière  satisfaisante  ,  les  difficultés  qu'on  a 
toujours  Rencontrées  lorsqu'on  a  voulu  appliquer  à  un  nombre 
infini  d'élémens,  les  formules  qu'on  avait  trouvées  pour  un 
nombre  fini  quelconque.  Le  fameux  problème  des  cordes  vi- 
brantes en  fournit  un  exemple  remarquable  *,  et  l'on  peut  voir 
dans  les  Opuscules. Mathématiques  (tom.  I  et  //0>  les  objections 
que  à^Alembert  k  faites  conbre  la  solution  de  ce  problème ,  don- 
née dan»  le  premier  volume  des  Mémoires  de  Y  Académie  de 
Turin ,  et  déduite  de  la  formule  générale  du  mouvement  d'uii 
fil  chargé  d'un  nombre  quelconque  de  poids  ,  en  supposant  ce 
noml)re  infij^i,  et  chaque  poids  infiniment  petit.  Dans  la  ré- 
ponse à  ces  objections ,  qu'on  trouve  dans  le  second  volume  des 
Cernes  Mémoires,  fe^me  «ïiis  contenté  de  faire  voir,  par  l'exac- 
titude des  résultats,  la  légitimité d^  suppaâtidn»  que  j'avais  em- 
ployées dans  le  passage  du  fini  à  l'infini  ;  mais  la  vraie  métaphy- 
sique de  ces  suppositions  dépend  des  mêmes  principes  que  celle 
du  calcul  des' înfiiiiment  petits ,  sur  laquelle  il  ne  pèUt  plus  restet 
maintenant  d'incertitude  ni  d'obscurité.  ' 

Nous  allons  terminée  cette  lèçon'^par  quelques  remarque^ 
sur  l'invention  du  calcul  différentiel. 

On  peut  regarder  Fermai  comme  le  premier  hiveatou:  des 
nouveaux  calculs.  Dans  sa  méthode  de  maximis  et  Tnimmis^> 
il  égale  l'expression  de^  ta  quantité  j:  «font  on  iiétîherche  le 
maximum  ou  le  minimum,  à  l'expression*  de  la  même  quantité 
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dans  laquelle  Tinconnue  est  augmentée  d'une  quantité  indétet— 
minée.  Il  fait  disparaître  dans  cette  équation  les  radicaux  et 
les  fractions  s'i^  7  ena^  et  après  aroir  effacé  les  termes  communs 
dans  les  deux  membres ,  il  divise  tous  les  autres  par  la  quan-* 
tité  indéterminée  par  laquelle  ils  se  trouvent  multipliés  ;  ensuite 
il  fait  cette  quantité  nulle ,  et  il  a  une  équation  qui  sert  a  dé- 
terminer l'inconnue  de  la  question.  En  voici  un  exemple  très- 
simple,  dbnné  par  Fermai. 

Soi,t. proposé  de  diviser  une  ligne  donnée  en  deôx  parties^  de 
manière  que  le  rectangle  de  ces  deux  parties  soit  un  maximum. 
Nommant  a  la  longueur  de  la  ligne  donnée,  et  x  une  de  «es 
parties,  a — x  sera  l'autre,  et  l'expression  dont  on  cherche 
ïe  maximum  sera  ax^^o^.  Ajoutant  la  quantité  arbitraires 
à  rincorinue  or,  on  aura  cette  nouvelle  expression^ 

Égalant  ces  deux  expresjsionSj^  on  a  Téquation 

€LX  —  x**=a(j:-f-c)  *^  (x-f-e)*,     ' 

savoir  en  développant  le  quarré  («+«)*, 

,      '  -' 

,  •  ■      • 

ElFaçanjt  de  part- et  d'autre    les  termes  communa  4Er-*a:*^ 
et  diviwwt  ies  autr^5,  par  e^  on  a 

où  S  ffKut  imainteBiaiit  supposer  e  «ul^  eerqi^,jrédfut  réqudr 

tion  à  ....  '^' 

a  —  ar  :;=:o; 
d*où  l'on  tiré  -v.         .. 

a 

ce  qui  montre  que. la  %ne  donnée  doit  être  partagée  par  le 
iniiieu  ^ .  conme  on  le  sait  d'aïUièurs. 


p.. 
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Il  e$t  facile  dt  voir  au  premier  coiip*<l*œiI.,  que  la  règld 
déduite  du  calcul  différentiel ,  qui  consisté  à  -égaler  à  zéro 
la  différentielle  de  l'expression  qu'on  veut  rendre  un  maximum 
ou  un  minimum^  prise  en  faisait  yarier  l'inconnue  de  cette 
expression ,  donne  le  même  résultat ,  parceque  le  fond  est  la 
niênie,  et  que  les  termes  qu'on  néglige  comme  infiniment  pe-î 
tits  dans  le  calcul  différentiel ,  sont  ceux  qu'on  doit  suppri-» 
nier  comme  nuls  dans  la  méthode  de  FermaU 

Sa  méthode  des  tangentes  dépend  du  même  principe.  Dans 
L*équatioû  entre  l'abscisse  et  Tordoonée  y  que  Ferhiat  appelle 
la  propriété  spécifique  de  la  courbe^  il  augme^te^-qu.  di^iinm 
l'abscisse  d'une  quantité  indéterminée,  et  il  regarde  la  nou- 
velle ordonnée  comme  appartenant,  à- la-fois  à  la  courbe  et  à 
la  tangente ,  ce  qui  fournit  une  équation  qu'il  traite  comme 
celle  de  la  méthode  .Je  Tnaximis   et  minimis. 

Ainsi  X  étant  l'abscisse  et  y  Tordonnée ,  si  ^  est  la  sou- 
tangente  au  point  de  la  courbe  qui  répond  à  x  et  y ,  il  est 

fecile  de  voir  que  les  triangles  semblables  donneôf^-L— — ^ 

pour-.ronionliée  à  la  tangente,  relativement  à  l'abscisse  a? -j-e; 
et  cette  ordonnée  doit  être  égalée  à-  celle  de  la  coufbe  pour  laL 
foênië  abscisse  x  -|-  ^'  On  au^a  donc  l'équation  dont  il  s'agit, 
en  mettant  dans  l'équation  de  la  courbe,  x^ë  à  la  place 

Ae  X,  et  jy-f-^'  à  la  plafce  de  y.  Cette  équation,  aprèa  les 

réductions,  sexA  divisible.  paY  e  ;  on  divisera  donc  fous  les  termes 
par  Cf  et  QA  «upt^rimeca  ensuite  comme  nuls  tous  ceu!x  oû 
l'indéterminée  ;e-se;tr0iiv*a>  pàfcequ'on  doit  supposer  cette 
ibsdéterminéç  ixùSie^  L'éq^tion  restantiS  do&Étera  la  valeur  de  t 
en  X  et  y  > 

Ainsi  da^s  la  parabolej  paj^/e^^emple ,  dont  l'équaition  est 

•  •  » 

éû  mettant  j^  +  ^  à  la  place  de,  jr ,.  et  a:  -f-  e  à  la  place  de  x^ 


l'équation  devîjsit'.;     '         -  -  -^ 


SX 
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y  +  '^ — 1-^— ox  — iw  =  q; 

Mais 

y*'^  ax  =  o; 

donc  effaçant  ces  termes  et  divisant  les  autres  par  e ,  qxi 


aura 


et  effaçant  encore  le  terme  ^^ ,  qui  8*éyanouit  en  faisant  e 
nul>  on  aura  simplement' Téquation 


doù  Ton  tiré 


M  ï^  a 


2y* 

-a^  —  a  =  o  ; 


ay* 

1=  -*^=2X, 


On  voit  encore  ici  Tanalogie  de  la  méthode  de  Fermât  aTe« 

celle  du  calcul  différentiel;  car  la  quantité  indéterminée  dont 

on  augmente  Tabscisse  x,  répond  à  la  differeiotislle  dx  ^  et 

ve  * 

la  quantité  ^,  qui  est  l'augmentation  correspondante  devj», 

répond  à  sa  différentielle  dy.  •    •-      ^  1 

Et  il  est  même  remarquable  que,  dans  l'écrit  qui  contient 
là  découverte  du  calcul  différentiel,  imprimé  dans  les  jictes 
de,L^ipsw  du  mois  d* octobre  1684  #  sous  le  titre  :  Novame-^ 
thodus  pro  nuurimis  et  minimïsy  etc.  Zieiim'te  appelle  dy  uno 
ligne,  qui  soit  à  laiigne  arbitraire  da?  coôiuafe  ■  Fordonnée  ^  à 
la  soutangente,  ce  qui.  rapproche  l'analyse  dé  Leibnitz  de 
celle  de  Fermai.  ' 

On  voit  qu«^  Feripat  a  ouvert  la  carrière  par  une  idée 
très-originale ,  mais  un  peu  obscure  ,  qui  consiste  à  introduire 
dans  réquation  une  indéterminée  qui  doit  être  nuUe.par  la  na- 
ture de  la  question,  mais  qu^n  rie  fait  évanouir  qu'après  avoir 
4iyûé  toute  Téquation  par  cette  même  quantité*    - 
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Cette  idée  est  devenue  le  germe  des  nouveaux  calculs  qui  ont 
fait  faire  tant  de  progrès  à  la  géométrie  et  à  la  mécanique  ;  mais 
on  peut  dire  qu'elle  a  porté  aussi  son  obscurité  sur  les  prin- 
cipes de  ces  calculs. 

Maintenant  qu'on  a  une  métaphysique  bien  claire  dfr  ces 
p];incipes ,  on  voit  que  la  quantité  indéterminée  que  Fermai 
ajoutait  à  l'inconnue ,  ne  servait  qu'a  former  la  fonction  déri- 
vée qui  doit  être  nulle  dans  le  cas  du  maximum  ou  mini-' 
mum ,  et  qui  sert  en  général  à  déterminer  la  position  des  tan- 
gentes des  courbes. 

Mais  les  géomètres  contemporains  de  Fermât  ne  saisirent 
point  l'esprit  de  ce  nouveau  genre  de  calcul  ;  ils  ne  le  regar- 
dèrent que  comme  un  artifice  particulier  applicable  seule- 
ment à  quelques  cas,  et  sujet  à  beaucoup  de  difficultés.  Ou 
peut  voir  dans  le  troisième  tome  des  Lettres  de  Descartes  ^ 
fia  longue  dispute  avec  Fermât  sur  ce  sujet.  Aussi  cette  in- 
vention qui  avait  paru  un  peu  avant  la  Géométrie  de  Descartesy 
demeura-t-elle  stérile  et  presque  dans  l'oubli  pendant  près  de 
quarante  ans  ;  car  si  on  excepte  la  règle  de  Sluze ,  pour  trouver 
les  tangentes ,  qui  paraît  déduite  de  la  méthode  de  Fermât  ^ 
et  la  méthode  donnée  par  TVallis  pour  le  même  objet,  laquelle 
ïi'est  que  celle  de  Fermât ,  présentée  d'une  manière  moins  ab- 
fitraite ,  cet  espace  de  temps  n'offre  rien  qui  ait  rapport  à  li 
découverte  de  Fermât. 

Enfin  Barrovf.  iraa^na  de  substituer  aux  quantités  qui  doivent 
être  supposées  nulles,  suivant  Fermât  y  des  quantités  réelles,  mms 
infiniment  petites  ,  et  il  donna  en  1G74  sa  Méthode  des  tangentes^ 
qui  n'est  que  la  construction  de  celle  de  Fermât  y  par  le  moyea 

du  triangle  infiniment  petit,  formé  des  côtés  e  et  -2-,  et  du 

côté  infiniment  petit  de  la  courbe,  regardée  comme  im  poly- 
gone. Il  donna  ainsi  naissance  au  système  des  infiniment  pe- 
tits ^  et  au  calcul  différentiel.  Mais  ce  calcul  n'était  encoxa 
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qu'ébauché  , .  car  il  ne  s'appliquait  qu'aux  expressions  ration^ 
sielles  y  et  exigeait  le  développement  des  termes^  pour  qu'on 
pût  négliger  ceux  qui  contiendraient  le  quarré ,  et  les  pui»^ 
éances  supérieures  des  quantités  infiniment  petites, 

n  restait  donc  à  trouver  un  algorithme  simple  et  général 
applicable  à  toutes  sortes  d'expressions  ^  par  lequel  on  pût 
passer  directement  et  sans  aucune  réduction^  des  formules 
algébriques  à  leurs  différentielles.  C*est  ce  que  Leibnitz  a 
donné  dix  ans  après ,  dans  1  écrit  cité  ci-dessus ,  qui  renferme 
les  élémens  du  calcul  différentiel  proprement  dit.  H  parsut  que 
rfewton  était  parvenu ,  dans  le  même  temps  y  ou  un  peu  aupa- 
ravant y  aux  mêmes  abrégés  de  calcul  pour  les  différentiations. 
Mais  c'est  dans  la  formation  des  équations  différentielles  et  dana 
leur  intégration  que  consiste  le  grand  mérite  et  la  force  princi- 
pale des  nouveaux  calculs;  et  sur  ce  point,  il  me  semble  que 
la  gloire  de  l'invention  est  presque  uniquement  due  à  Leib-^ 
nitz ,  et  surtout  aux  Bernoulli. 

Mais  tandis  que  cet  édifice  s*élevaît  i  une  hauteur  immense  , 
l'entrée  en  demeurait  toujours  mal  éclairée.  L'emploi  de  quan« 
tités  qui  doivent  s'évanouir  d'elles-mêmes,  ou  qui  doivent 
être  négligées  en  raison  de  leur  petitesse  ^  n'offre  i  l'esprit 
des  commençons  que  des  idées  peu  satisfaisantes ,  et  parconsé* 
quent  peu  propres  à  servir  de  base  à  la  partie  la  plus  im-r 
portante  des  mathématiques.  Pour  lever  tous  les  scrupules  et 
dissiper  tous  les  nuages,  il  ne  faut  rien  faire  évanouir  ,  ni 
rien  négliger  ;  c'est  ce  qu'on  obtient  par  la  considération 
des  fonctions  dérivées. 
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'  4 

'Z)es  Fonctions  de  deux  ou  plusieurs  i^ariables } 
de  leurs  Fonctions  dérivées*  Notation  et 
formation  de  ces  fonctions. 

XS  O  u  s  n'avons  encore  traité  que  des  foncdani  d'une  seule 
Yariable  ;  car  lorsque  nous  avons  considéré  des  fonctions  d© 
deux  ou  de  plusieurs  variables ,  nous  avons  regardé  ces  variables 
elles-mêmes  comme  fonctions  d*une  seule  et  même  variable. 
Or ,  si  on  considère  une  fonction  de  deux  ou  de  plusieurs  va- 
riables indépendantes^  il  est  clair  que  cette  fonction  pourra 
avoir  différentes  fonctions  dérivées  relatives  aux  différentes  va- 
riables ,  et  qui  nidtront  de  la  fonction  primitive  par  le  simple 
développement ,  en  attribuant  a  chaque  variable  un  accroisse-» 
ment  particulier. 

Ainsi  le  calcul  des  fonctions  dérivées  i^latives  à  une  seule 
variable ,  conduit  naturellement  à  celui  des  fonctions  dérivée» 
relatives  à  différentes  variables ,  lequel  n'est,  comme  Ton  voit, 
qu'une  généralisation  du  premier  j^  et  dépend  des  mêmes  prin- 
cipes. 

Si  les  inventeurs  du  calcul  différentiel  Pavaient  ihegardé  d'a- 
bord comme  le  calcul  des  fonctions  dérivées ,  ils  auraient  été 
conduits  naturellement  et  immédiatement  au  calcul  des  fonctions^ 
dérivées  relatives  à  plusieurs  variables  ;  et  il  ne  se  serait  pas 
passé  un  demi-siècle  entre  la  découverte  du  calcul  différentiel 
proprement  dit  y  et  celle  du  calcul  aux  différences  partielles  p 
■qui  répond  au  calcul  des  fonctions  dérivées  relatives,  à  diffé- 
rentes variables.  A  plus  forte  raison ,  au  lieu  d'envisager  ce 
dernier  comme  un  nouveau  calcul ,  on  l'aurait  seulement  re- 
gardé comme  uite  nouvelle  applicatioa  ou  plutôt  comme  uda 
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extension  du  calcul  diiTérentiel ,  et  on  aurait ,  dès  le  commov^ 
cernent ,  embrassé  sons  un  même  point  de  vue  et  sous  im» 
même  dénomination  ^  les  différentes  broches  du  même  calcul  ^ 
qui  ont  été  long-temps  séparées  et  comme  isolées. 

Soit  d'abord  f{,0Cy  y)  une  fonction  quelconque  de  deux  va* 
riables  x  et  y,  que  nous  regarderons  comme  indépendantes 
Tune  de  Tantre.  Si  dans  cette  fonction  on  substitue  à-la-fois 
a;  -f-  î  à  la  place  de  x ,  et^  -f~  ^  ^  la  place  de  y ,  les  deux  quan^ 
tîtés  i  et  o  étant  indéterminées,  qu'ensuite  on  développe  la 
fonction  /"(x  +  f  ^y-f- o  )  suivant  les  puissances  ascendantes 
de  i  et  o ,  il  est  clair  que  le  premier  terme  sans  i  ni  o  sera  la 
fonction  proposéey*(x^^)  ,  et  que  les  autres  termes  seront  de 
nouvelles  fonctions  de  ,x  ety^  multipliées  successivement  par 
i,  o,  i*,  io,  o*,  P  j  etc. 

Ces  fonctions  seront  aussi  dérivées  de  la  fonction  primitivo 
f(po,y)  ;  et  on  trouvera  la  loi  de  leur  dérivation,  en  considérant 
successivement  les  dérivées  relatives  à  chacune  des  quantités  i  et  o« 

Pour  cela ,  o^  commencera  par  supposer  qu'il  n'y  ait  que  la 
variable  x  qui  devienne  x  -^  i,  la  variable  y  demeiurant  la 
même,  et  on  développera  la  fanctiony(a;  -^  i^y)  comme  une 
simple  fonction  de  x.  On  supposera  ensuite  que ,  dans  les  fonc- 
tions dérivées  relatives  à  jk:  ^  la  variable  y  devienne  jf  +0  ,  et 
on  développera  chacune  de  ces  fonctions  comme  des  fonctions 
de^,  en  regardant  alors  la  variable  ^  comme  une  constante. 

Il  naîtra  ainsi  du  développement  de  f{x  -^  i,y  ^  o^  , 
différentes  fonctions  dérivées  de  la  fonction  primitive y'(a:,j')  , 
dont  les  unes  seront  relatives  à  la  variable  x ,  les  autres  seront 
relatives  à  la  variable^,  et  d'autres  enfin  seront  relatives  en 
partie  à  la  variable  x  et  en  partie  à  la  variable  y  ;  la  loi  du 
développement  étant  toujours  la  même ,  mais  appUquée  suc- 
cessivement aux  différentes  variables. 

Mais  pour  ne  pas  confondre,  dans  la  notation ,  ces  différentes 
foliotions  dérivées ,  on  pourra  4éaoter  les  fonctions  dérivées  re^ 
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latîyes  à  la  seule  variable  x ,  par  des  traits  appliqués ,  comme 
à  Tordinaire ,  à  la  caractéristique  de  la  fonction,  et  suivis  d*une 
virgule  ;  les  fonctions  dérivées  relatives  à  la  variable j^ ,  par  des 
traits  appliqués  à  la  même  caractéristique ,  mais  précédés  d'une 
virgule  ;  enfin  les  fonctions  dérivées  relatives  en  partie  à  la 
variable  x  et  en  partie  à  la  variable  jr,  par  des  traits  séparé» 
par  une  virgule ,  de  manière  que  ceux  qui  précèdent  la  virgule 
se  rapportent  à  la  variable  x ,  et  ceux  qui  la  suivent  se  rap- 
portent à  la  variable^. 

Cette  notation  conserve  mieux  l'analogie  qui  doit  régner 
entre  les  fonctions  dérivées  et  Ic^  fonction  primitive^(x,^)  , 
dans  laquelle  la  virgule  sépare  les  deux  variables  indépendantes 
X  ety,  que  celle  que  j'avais  employée  dans  la  théorie  des  fonc- 
tions ,  en  appliquant  au  bas  de  la  caractéristique  y  les  traits  re- 
latifs aux  fonctions. dérivées  par  rapport  à  la  seconde  variabley. 

D'ailleurs  nous  trouvons  plus  convenable  d'employer ,  comme 
nous  l'avons  déjà  fait  dans  la  leçon  dix-huitième ,  les  traits  in-» 
férieurs  pour  désigner  les  fonctions  primitives  d'une  fonction 
donnée. 

De  cette  manière  on  aura  donc ,  en  premier  lieu , 

/(x + i,y-)  =  f(x,y)  -f.  ff .  (x,y)  +  \p  (x,y-)  +  ^/*.  (x.y) 

+  etc. 

Substituant  maintenant  partout  y  +  o  à  la  place  dejr,  oa 
9ura 

+  ^/''(^,J'  +  o)  +  ^/^'(^,jy  +  o)  +  etc. 
Développons  successivement  les  fonctions 
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comme  des  fonctions  dey  -i^  o  ^on  aura  pareillement 


o*    ..      .  .    o' 


-f>  etc. 


o» 


f '(x^jf +0)  =/''(x,j.)  +  of ''(x,^) + ^f^"  ix,y) + etc. 
f^ixy^  o)  =/V(:r:,^)+  etc. 

et  ainsi  de  suite. 

Faisant  donc  ces  substitutions  et  ordonnant  les  termes  par 
rapport  aux  puissances  et  aux  produits  de  i  et  o>  on  aura  ce 
développement  complet 

f(.^+i,y+o)=fix,y)+ if^  (:x,y)+ of\x,y) 

+etc. 
dans  lequel  la  forme  générale  des  termes,  est 

(1. a. 3. ..m)  (1.2. 3...»)^  '"^^'^^' 

Dans  Fopération  que  nous  venons  de  faire  pour  avoir  le  déve- 
loppement dey(a:-f-i,j^  +  o) ,  nous  avons  commencé  par 
substituer ,  dans  /(x,y)  ,  a?  +  i  pour  x ,  et  nous  avons  déve- 
Teloppé  suivant  i  ;  nous  avons  ensuite  substitué  ,  dans  tous  les 

termes  de  ce  développement^  j^  -}~  ^  IP^^^y»  ^^  ^^^  avons  dé- 
veloppé suivant  o. 

Or  il  est  visible  qu'on  aurait  identiquemeot  U  même  résultat 
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»i  on  commençait  l'opération  par  la  substitution  dey  -f~  ^  ^  ^^ 
place  de  y  y  et  par  le  développement  suivant  o ,  et  qu'on  fît 
«jusuite  la  substitution  de  x-i-i  pour  a? ,  et  le  développement 
suivant  i. 

De  cette  manière  on  agirait  d'abord  lés  fonctions  primes  ^ 
«econdes,  etc.  relatives  à  y,  c'est-à-dire,  suivant  la  notation 
que  nous  venons  d'employer  les  fonctions 

r(^;J')>i''(^.J').etc, 

Ensuite  «n  aurait  les  fonctions  primes,  secondes^  etc.  do 
ceUes-ci  relatives  à  a;,  et  qui  seraient  désignées  par 

et  on  obtiendrait  ainsi  la  même  formule  que  ci-dessus ,  comme 
cela  doit  être, 

Mais  il  faut  remarquer  que  ,  dans  le  premier  procédé ,  là 
fonction  /'''  ioc,y)y  relative  à-la-fois  à  a?  et  ày ,  s'obtient  en 
prenant  d'abord  la  fonction  prime  de^C  x  ^y)  relativement  à  a:, 
ce  quidonney'{x,y  ) ,  et  ensuite  la  fonction  prime  de  celle- 
ci  relativement  ky  \  d'où  résulte  la  fonction  seconde  f^^Xf y)  ; 
et,  dans  le  second  procédé,  la  même  fonction  s'obtient  en  pre- 
nant d'abord  la  fonction  prime  de  f  (^x,y)  relativement  ày, 
ce  qui  donne  /"''  (x,y  ) ,  et  ensuite  la  fonction  prime  de  celle* 
ci  relativement  à  a:,  ce  qui  donne  également/'''  (^>y)- 

D'où  il  suit  qu'il  est  indifférent  dans  quel  ordre  se  fasse  la 
double  opération  nécessaire  pour  passer  de  la  fonction  primi- 
tive/(x,y)  à  la  douHe  dérivée/'»' (j7,y). 

Et,  comme  on  doit  dire  la  même  cbose  dts  autres  fonctions 
dérivées  dénotées  par  des  traits  séparés  par  une  virgule ,  on  en 
peut  conclure ,  en  général ,  que  les  opération»  indiquées  par  les 
traits  placés  avv^t  et  après  la  virgule  /sont  absolument  îndé- 
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pendantes  entre  elles ,  et  qu'elles  conduisent  aux  mêmes  re-^ 
sultats  ,  quelque  ordre  qu'on  suive  en  prenant  les  fonctions 
dérivées  relativement  kxety,  indiquées  par  les  traits  qui  pré«^ 
cèdent  ou  qui  suivent  la  virgule. 

Ainsi  on  aura  également  la  valeur  de  la  fonction  dérivée 
triple  f'^  (^  >  J'  )  >  en  prenant  la  fonction  seconde  de  /"(  x ,  j'  ) 
relativement  à  x ,  et  ensuite  la  fonction  prime  de  celle-ci  rda- 
tivement  à  jr ,  ou  en  prenant  d'abord  la  fonction  prime  de 
fÇ^oCyy)  relativement  à^,  et  ensuite  la  fonction  s^econde  de 
celle-ci  relativement  à  a;  ;  ou  bien  encore  en  prenant  la  fonc- 
tion prime  àe  f(^x ,y)  relativement  a  jc  ,  ensuite  la  fonctioA 
prime  de  celle-ci  relativement  à  y ,  et  enfin  la  fonction  prim^ 
de  cette  dernière  relativement  à  cr,  çt  ainsi  de  suite* 

Soit,  par  exemple ^ 
on  aura  les  fonctions  primes ,  relatives  à  x  ety^ 

La  première  donnera,  relativement  à^,  la  dérivée 
et  la  seconde  donnera  également ,  relativement  à  jr , 
ensuite  on  aura,  relativement  à  x  eXèiy  seuls. 


/'"(x,:y)=^,r(*,Jy)=^^ 
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•  ta  dérivée ,  relativement  à  j' ,  de  /"'  (x ,  jr  ) ,  sent 

et  la  dérivée,  relativement  à  x,  àtf^\x^y)  sera  aussi 

et  ainsi  des  autres. 

A  rimitation  de  ce  que  nous  avons  fait  sur  les  fonctions 
d*une  variable ,  si  oïl  suppose  que  la  variable  z  soit  une  fono 
tion  de  deux  variables  x  ety  ^  soit  explicite,  soit  donnée  am- 
plement par  une  équation  quelconque  entre  x,  y  et  z^  OU 
pourra  désigner  par 

»'',  a'',  z\  z''\  z^,  etc. 

tes  différentes  fQUCtio^s  dérivées^  en  appliquant  à  la  lettre  -^ 
les  traits  avec  la  virgule  qu'on  applique  à  la  caractéristiquey! 

Ainsi  X  devenant  x-^^i  et  y  devenant  en  même  temps^-f-o^ 
la  valeur  de  z  deviendra 

c  +  h''+  0»"+  -  a''+  iW+  ~z''+  -4a*'+  —  a"" + etc.' 
'  a  a       ^  2.3  a  ' 

et  le  terme  général  de  cette  série  sera 


(i*a.3..m)  (i  .22.3. .  .n) 

On  voit  que  le;s  fonctions  de  deux  variables  engendrent; 
par  le  développement,  différentes  sortes  de  fonctions  dérivées 
dont  la  dérivation  répond  à  chacune  de  ces  variables  ;  et  que 
ces  fonctions  dérivées  se  forment  de  la  même  manière  et  par  l^a 
mêmes  règles  que  celles  d'une  seule  variable ,  en  considérant 
chaque  variable  'séparément  «  successivement  ;  d'où  il  suit 
que  tout  ce  que  nous  avons  démontré  sur  les'  fonctions  d'ime 
seple  variable ,  pourra  s'appliquer  de  même  aux  fonctions  de 
deux  variables  j  relativement  à  chacune  d'elles. 
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On  pourra  donc,  aussi  étendre  la  théorie  des  jetions  Âériréet 
aux  fonctions  de  trois  yaiiables  ou  d*un  plus  grand  nombre  ; 
car  il  ne  s*agîra  que  de  répéter  séparément  y  pour  chaque  va-« 
riable^  les  mêmes  opérations,  et  de  les  désigner  par  une  no- 
tation semblable. 

Dans  les  leço;is  précédentes ,  où  nous  ne  considérions  que 
les  fonctions  dérivées  relativement  à  une  seule  variable ,  lors- 
qu'il s'est  présenté  des  fonctions  de  plusieurs  yanables,  noué 
nous  sommes  contentés  de  renfermer^  sous  la  caracté;ristiquer 
àeé  fonctions  dérivées ,  la  varîable  par  rapport  à  laquelle  noua 
TOtilions  avoir  la  fonction  dérivée. 

Ainsi ,  pour  ne  pas  anticiper  sur  ce  qui  regarde  les  fonc^ 
tions"  dérivéeé  relatives  à  plusieurs  variables ,  nous  avons  dé- 
noté jusqu'ici  par  y  (x),  /^(x),  etc.  le$  fonctions  dérivées 
Ae  f{x,y)  y  relatives' à  la  seule  variable  *,  qui,  suivant  la 
BLOt^ation  précédente ,  aéraient/''  (x^yy  ,/*»  (x,  y) ,  etc. 

.  Cette  manière  de  noter  les  fonctions  dérivées  relativement 
^  une  seule  variable,  nous  suffisait  alors;  et  nous  pourron^i 
remployer  encore  quelquefois,  pour*  plus  de  commodité," 
pourvu  qu'on  soit  prévenu  de  son  identité  avec  la  notatioxi 
mte  ijous  venoèff  d'étrf)lir. 

Quoique  dans  les  fonctions  de  deux  yariables  que  nous 
considérons  ici ,  les  deujt  variables  soient  cessées  indépendantes, 
et  que  ce  soit  même  cette  indépendance  qui  produise  les  dif- 
férentes espèces  de  fonctions  dérivées  dont  «ous  venons  de 
parler,  rien  n'empêche  cependant  qu'on^ne  puisse  regarder 
çê^  A^atiablés  elles-mêmes  comme  des  fonctions  d'une  autrer 
irariable  quelconque ,  mais  fonctions  indéterminées  et  arbitraires.* 

Par  cette  considération j  on. peut  ramener,  en  quelque  ma^ 
nîeré,  la  théorie  des  fonctions  de  deux;  vfiriablts  à  celle  de» 
fonctions  dune  seule,  et  appliquer,  surt()Bt  au déVeloppemenD 
des  fonctions  de  deux  ou  de  plusieurs  .variables ,  ce  qoesnou» 
avons  démontré  dans  la  leçon  dix-hpi|:ièn^,  sur  le  dérdèp^ 
pement  des  fonctione  d'une  seule  variabl».    ^ 
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Soit  z  une  fonction  de  deux  yariables  x^ty\  supposons  que 
chacune  de  ces  variables  soit  elle-même  une  fonction  d*une 
autre  variable  ^^  de  manière  que  2  devienne  une  simple  fonc- 
tion de  t'y  sous  ce  point  de  vue,  lorsque  t  devient  t-f"^'> 
fi  deviendra^  par  la  formule  générale  (leçon  deuxième)  ^ 


£*  „   .     P 


z+iz'+'Z^  H =a*+  etc. 

Et  si ,  dans  ce  développement^  on  veut  s'arf  êter  au  terme  [jl^'^ 
(leçon  neuvième) ,  on  aura  les  limites  du  reste  par  le  terme 
qui  suivra>  savoir, 

r 

en  mettant  ^  <-)-  £  à  la  place  de  t  dans  la  fonction  2i' *^  ,  et  pre- 
'Httnt  k  plus  gifaiidenet  k  plus  petite  valè^  de  e«tte  foBctm 
depuis  i  =  o  jusqu'à  la  valeur  dodnée  du  i,  ot  des  vaieios 
quelconques  p}us  ^andes  et  plus  petites  que  celle-ci. 

Or  X  et  y  étant  supposées  fonctions  de  t,  lorsque  t  devient 
t^i,  X  et  y  devîenn^t,  par  la  ihênie  formule  générale» 

•        ■        .  £•    ■        '  .    --^    ■ 

,    a?  +  M/4--  «''  +  etc. 

et  .  *  /  ■  '  . 

y  +  i/  +  -  y  +  etc.  ; 

et  cil  trouvera  les  valieurs  des  fonctions  dérivées  *',  ai*,  etc: 
en  X  y  y^  a/y  y',  ixf^y'^,  etc. ,  par  ies  procédés  ei^osés  dans 
la  leçen  sijdème. 

Si  on  ne  veut  avoir  le  développement  de  «  que  par  tappoft 
aux  accroissemens  uf  et  iy'  de  a:  et  ^ ,  il  n'y  aura  qu'à  sup- 
poser x'  cty  éôàst^bnsy  parcbnséijpient    *  •  •*    " 


S^6  c  A  L  c  u  c; 

et  x'  et  y  pourront  être  des  coefHciens  quelconques. 

Si ,  dans  les  accroiasemens  de  x  et  j^  ^  on  voulait  consldé^ 
rer  les  deux  termes 

û/+i*x%       et      iy^\y\ 

on  ne  ferait  alors  que 

a^=o>       y'=io,  etc.; 

et  a/,  x",  y,  y^  pourrraîent  être  prises  pour  des   constàntef 
quelconques  y   et  ainsi  de  suite. 

* 

Soit ,  par  exemple  ^ 

/<m  aura^  en  prenant  les  dérivées  d'^rès  la  leçon  siadème^ 
•  et  supposant  x\  y  constantes, 

2i'  =  âm(  xx'     +    yy  )      (x^+y)"*-"» 

«"  ==3711  (a/*    4-  y*  )    (x»-fy)"»^* 

»•=  121»  (m— 0  (a/»+y»)  (.xx'+yy)  (ar^+y)—* 

+    8m  (m— i)  (m  —  a  )^(^^+^y)^(x*+y)™-^ 

et  ainsi  de  suite. 

.  T  '  Dç'nc ,  lorsque  ,x  et  y  deviennent  x  -f-  w:'»  ^^  +  îy'  ^  on  aura 

C(x  +  ixy  +  {y+ iyyj^ = (^  +y  )" 

-+  a»  (xx'  +  jyy)  (x»  +y)"-*  H-  [ayn  (x^*+yO  C^+jT""* 
"4.  47n  (m-i)  (xo/  +jyy)»  (x*+y)"»-2  ^'  +  etc. 


Si  Ton  veut  s'an'êtcr  à  ces  trois  premiers  termes  ^  alors  le 

term9 


r- 
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terme  suivant  étant  — =zf.  on  aura  les  limites  du  reste  en 

0  2.3 

substituaht  j;  +  û/,  ^  +i)/  au  lieu  de  x,  et  de^,  dans  Tex- 
pression  de  z^y  et  prenant  la  plus  grande  et  la  plus  petite 
valeur  de  cette  expression  depuis  £=0. 

Si  m  —  3  est  un  nombre  positif,  et  que  x'  et  y  soient  aussi 
des  quantités  positives ,  il  est  facUe  de  voir  que  la  plus  petite 
valeur  de  z"  sera 

12m  (m-o  (^*H-y)  (xx'4-^)  (x'-^r-' 

+  8m  (m--0  (m  +  a)  (xaf +yyy  Ç^ac^+yT'' . 

qui  répond  àit:ro,  et  que  la  plus  grande  sera  cette  même 
quantité ,  en  y  mettant  x  +  ix'  ety  +  iykla.  place  de  x  ety. 

Si  on  voulait  avoir  le  développement  de  z  répondant  à  x+f, 
et  y-\-o,  comme  dans  le  commencement  de  cette  leçon  y  il 
est  clair  qu'il  n'y  aurait  qu'à  faire 

a/  =  1 ,         et         iy  z=zOy 

on  trouverait  des  résultats  semblables. 

Car  en  désignant  par 'des  traits  sans  virgule ,  les  fonctions 
dérivées  par  rapport  à  la  variable  principale  ^^  et  par  des  traits 
séparés  par  une  virgule ,  les  fonctions  dérivées  relativement  à 
chacune  des  variables  a:  et  j^,  comme  nous  l'avons  fait  ci- 
dessus  y  on  aura  y  suivant  ce  qu'on  a  vu  dans  la  leçon  sixième 
sur  les  dérivées  des  fonctions  composées  d'autres  fonctions, 

de  là^  en  prenant  les  fonctions  dérivées  par  rapport  à  la  va- 
riable principale  t, 

z'  =  xV  +yW  +  x'  (z'^y  +y  (2'0'. 

Mais  z'^  et  z^'  étant  aussi  regardées  comme  des  fonctions  d% 
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a;  et  V ,  leurs  dérivées  relatives  à  t,  seront 

Donc  substituant- 

z«  =  x'a"  +/*''  +  <V'  +  axya"'+y  V  ; 

«t  ainsi  de  suite. 

Si  les  fonctions  dérivées  x'  et/ ,  relativement  à  t,  sont  cons- 
tantes, ensorte  que  x"  =  o ,  /  =  o,  a^=  o  ,  etc. ,  on  aura 
simplement 


z'  =  x'  a"  +  y*" 


r_'y      I  ./«a'* 


rfetc. 
Ces  valeurs,  substituées  dans  lajormule  générale 

z  +  ia' +  1  a"  +  ^a"  +  etc. , 
donnent 

^.  _L  (  o/V'  +  ax'y  a'''  +  y  V") 

■A 

etc. 
Et  si  on  fait 
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on  aura  la  même  formule  trouvée  plus  haut  poux  Iç  dévelop- 
pement de  z  y  suivant  les  puissances  de  i  et  o. 

Les  expressions  des  fonctions  z' ,  z" ,  etc.  que  nous  venons 
de  trouver  ^  donnent  la  composition  des  fonctions  dérivées  de 
fç^ctions  quelconques  des  deiuii:  variables  x ,  y. 

Ainsi ,  en  faisant 

a/  =  1 , 

ce  qui  revient  à  prendre  x  pour  variable  principale  ,  c'est-à-« 
dire  à  regarder  y  comme  fonction  de  a; ,  si  on  veut  que 

soit  une  fonctîoii  dérivée  d^uoe  fonction  de  a:  et  jr  ;  en  la  com- 
parant à  l'expression  tie  2' ,  il  faudra  que  Ton  ait 

Pour  éliminer  z  de  ces  deux  équations ,  il  n'y  a  qu'à  prendre 
leurs  dérivées  par  rapport  à  y  pour  la  première  ,  et  par  rap- 
port à  X  pour  la  seconde ,  on  aura  ainsi 

d'où  Ton  tire 

C'est  l'équation  de  condition  connue  pour  que  la  formule 
4(^>J')  i  /^I^C^jJ')  puisse  être  une  dériyéc  exacte  d'unp 
fonction  de  x  et  y  ^  indépendamment  d'aucune  relation 
entre  x  et  .y. 

Ainsi  san^  PAtJte  cpnditipn  il  serfiit  illusoire  d^  supposer 
l'équation 

;à  moin^  d'admettre  en  même  tems  une  relation  quelconque 
^eaÇre  op  ety ,  qu  entre  a?,  y ,  ,z. 
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En  général^  si  on  avait  l'équation 

en  trouverait ,  par  les  mêmes  principes ,  la  condition  ilécés-* 
•aire  pour  qu'elle  pût  avoir  une  équation  primitive  indépen* 
damment  d'aucune  relation  particulière  entre  x,  y^  z. 

Car  en  comparant  cette  expression  de  z'  avec  l'expressioii 
générale  de  2!  donnée  ci-dessus^  on  a  pareillement 

4  (^,  ^>  2i)  =  a'»     et    ^  (x,  jr,  z)  =a»'. 

Pour  que  ces  deux  équations  s'accordent ,  il  faudra  qye  la 
dérivée  de  4(^>J^>  ^)  P^  rapport  à  y  ^  soit  égale  à  la 
dérivée  de  9(x,  ^^  z)  par  rapport  à  Xy  puisque  l'une  et 
l'autre  deviennent  s^'. 

Or  z  étant  censée  fonction  de  x,  y  ^  (  puisque  si  l'équa— 
tion  proposée  a  une  primitive ,  la  valeur  de  z  sera  détermi- 
née par  cette  primitive  en  fonction  de  x  et  y)\  il  faudra 
la  regarder  comme  telle  dans  les  fonctions  -i^x^  y  ^  2 )  et 
f  (x,  ^,  z);  et,  d'après  notre  notation,  il  est  clair  que  la 
dérivée  de  4  (  ^  1  J'  >  *  )  P^  rapport  à  y ,  sera  exprimée  par 

et  que  la  dérivée  de  f  (  x ,  ^ ,  z  )  par  rapport  à  x  *era 

On  aura  donc  l'équation  de  condition 

4'  (:y  )  +  4'  (*)*'' = ¥  (^)  +  *'  (*)A 

•avoir  en  substituant  pour  z'^  et  «>'  leurs  valeurs 

4'(y)  +  4'(^)X<f(a:,^,^)=(f'(x)+9'(z)x4(^.J^iO 

et  cette  équation  devra  avoir  lieu  d'elle-même,  c'est-a-dire  ^ 
être  identique  pour  que  la  variable  z  puisse  être  une  fonction 
de  X  et  j^^  et  que  parconséquent  la  proposée  ait  une  primw 


DES     FONCTIONS.  ?4t 

,tîve  en  a?,  y  et  a.  Dans  ce  cas,  on  trouvera  facilement  cette 
primitive  au  moyen  de  l'une  ou  de  l'autre  des  deux  équations 

2'i=4  (x,j^,a)  ,     x^  =  <^(^x,y,  z). 

Car  prenant^  par  exemple,  l'équation 

dans  laquelle  z"  est  la  dérivée  de  2  en  y  regardant  y  comme 
constant ,  on  pourra  la  traiter  comme  une  équation  du  premier 
ordre  entre  a;  et  z ,  l'autre  variable  y  étant  supposée  cons- 
tante; et  ayant  trouvé  sa  primitive  dans  cette  supposition ,' 
il  faudra  regarder  la  constante  arbitraire  comme  une  fonction 
inconnue  de  jr ,  qu'on  déterminera .  ensuite  par  le  moyen  de 
l'autre  équation 

a''=<p(j:,j^,  z). 

Mais  lorsque  l'équation  de  condition  que  nous  venons  de 
trouver,  n'aura  pas  lieu  d'elle-même,  l'équation  proposée 
ne  pourra  pas  subsister ,  à  moins  qu'on  ne  suppose  une 
relation  quelconque  entre  x,  y,  z,  de  manière  que  deux  de 
ces  variables  deviennent  fonctions  de  la  troisième. 

Ainsi ,  dans  ce  cas ,  'en  supposant 

on  aura 

et  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  ci-dessus ,  on  aura 
alors  une  équation  en  x,^  et  y\  par  laquelle  on  pourra  trou- 
ver la  valeur  de  jr  «en  4?;  et  Yort  axaay  et  z  en  fonctions 
données  de  x,  la  fonctiony(x,j')  demeurant  indéterminée. 

Mais  comme  on  pourrait  avoir  ainsi  une  équation  chipremiex^ 

ordre  en  x  et  y,  dont  il  serait  diBiçile.  et  peut-être  impossible  de 

trouver   l'équation   ptimitivé , ,  on  a   cherché  les  moyens  de 

donner  à  la  fonction  arbitraire  une  forme  telle  que  l'on  ait 

immédiatement  pour  la  détermination  de  y  eiz    en  x,    deiur 

équations  entre  ces  variables.  -     . 

3 
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Pour  en  donner  un  exemple  très-simple^  supposons Tégfia-i 
tion 

on  aura  ici 
donc 

Ainsi  il  est  impossible  que  z  soit  une  fonction  de  x  et  y  j 
Xeg;ardées  comme  indépendantes  entre  elles. 

On  fera  donc 

y=f^y 

et  Ton  aura 

donc  —  " 

parconséquent  z  sera  égal  à  la  fonction  primitive  de 

affx  +  a^''x>:fx. 

Mais  on  peut  éviter  la  recherche  de  cette  fonction  primitive^ 
en  mettant  le  terme  x  y^  y'  de  Texprèèsion  de  a',  sous  la  foitee 

( -^  J  — •^;  ce  qui  réduit  Féquàtiôn  à  cette  forme 
et  supposant  ensuite 
fiioyennant  ipioi  elle  devient 

dont  la  primitive  est    - 
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Ainsi  ces  deux  équations  remplacent  conjointement  Téqua- 
tion  proposée ,  la  fonction  fx  demeurant  arbitraire. 

On  doit  dire,  à  plus  forte  raison  ,  la  même  chose  des  équa- 
tions  que  Ton  pourrait  supposer  entre  Xyy,z,  et  y,  '»',  daas 
desquelles  les  f onetions  dérivées  y,  xf  montraient  à  4e8  pui** 
'sances  quelconques* 

Qu'on  suppose^  par  exemple,  l'équation  ^ 

en  fusant  *^ 

y—fv,  ) 

on  aurait 

Et  il  faudrait,  pour  avoir  a  en  x,  trouver  la  fonction  pri- 
mitive de  1/(1  +fx*)  ;  ce  qui  est  impossible  tant  que  la  fonc- 
tion^ demeurera  indétenninée ,  à  moins  d'employer  les  séries. 

Mais  en  iqtroRduisant  ime  tnnfiième  variable»  on  peut  avoir 
des  expressions  finies  de  x,  y,  z,  en  fonctions  de  cette  même 
variable. 

Pour  ceTa>  il  fiuut  rétablir  là  fonction  prime  a/  qai  est=i 
''lorsque  a?  est  la  ^mn^ble  pnbcipaie^  et  substitua:  parconeéquent 

*~7  et  -7  à  la  place  de  y.  et  z\  conformément  aux'  principes 

établis  dans  la  leçon  septième.  Ainsi  l'équation  sera 

a'*  =  a/*  +y*. 

Pour.résoudre  cette  équigition  de  la  njanière  la  .plus  générale, 
nous  empîoîrons  un  principe  Sont  nous  ferons,  dans  la  suite, 
un  plus. grand  usage,  fet  qui  consiste  à  trouver  d'abord  des 
expressions  de  x,  y,  z,  qui  y  satisfassent  avec  des  constantes 
arbitraires ,  et  à  rendre  ensuite  ces  constantes  variables  ,  de 
manière  que  its  expression»  dès  dérivées  x',  y\  a'  restent  les 

4 
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Prenons  un  angle  aibitraire  a  i  puisqpie 

sin*  cù  -+- cos*  (V  =  1  j 

en  multipliant  le  second  membre  de  Féquation  proposée  par 
ain^  tf  -^  ^^  ^  >  '®  premier  ne  changera  pas. 

Or  le  produit  de  a/*  +y*  par  8in*«  +  cos*  t»^  peut  se  mettre 
sous  la  forme 

(y  cos  »  —  x'  sinoO*  +  (y  «in  »  +  a/cos  »)*; 
de  sorte  que  l'équation  proposée  deviendra 

a'*  =  (y  cos  «r— x'siin»)*  +  (y  sin  «  +  j/cos»)\ 

Supposons 

y  sin  »  -f"  x'  cos  0»  =  o  ^ 

ce  qui  est  permis  à  cause  de  l'indéterminée  ®  ;  on  aura ,  en 
extrayant  la  racine  quarrée  des  deux  membres  > 

r 

I 

z^  =iy  cos  «  —  a;'  sin  ». 

Regardons  d*abord  Fangle  &  comme  constant  ;  les  deux  équa<« 
tions  que  noua  venons  de  trouver  auront  pour  primtives  ic^a 
de.uXT-ci ,  ,         . 

z  =  y  cos  û)  —  j?  sin  «  -}-  a, 
^  sin  û»  «^  a;  cos  a  ^zzb  , 

a  et  b  étant  les  deux  constantes  arbitraires. 

Ainsi  ce&deux  équations  donnent  des  valeurs  de  j^  et  a  en  a?^ 
qui  satisfont  à  T équation  proposée,  quelles  que  soient  les  va- 
leurs des  trois  constantes  a,  &  et  a>^  comme  on  peut  s'en,  as- 
surer par  la  substitution. 

Or  il  est  facile  de  concevoir  qae  ces  mêmes  valeurs  satisfe- 
TQAt  encore  4  la  proposée  ^  en  supposant  <pie  les  quantités  a  ^ 


»       y 
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beteù  soient  variables ,  pourvu  que  les  dérivées  x^y,  z'  restent 
les  mêmes  ;  ce  qui  aura  lieu  si ,  en  prenant  les  dérivées  des 
deux  équations  précédentes ,  les  termes  dus  aux  dérivées  de  a, 
£  et  A)  se  détruisent. 

Il  n'y  aura  donc  qu*à  prendre  les  dérivées  des  mêmes  èqvLSL-* 
tions  par  rapport  à  a ,  6  et  a»  ^  et  déterminer ,  par  leyi  moyen  , 
les  variables  a  et  b. 

Regardons  dans  ces  dérivées  la  variable  <»  comme  la  prind^^ 
pale ,  nous  ferons 

et  Ton  aura 

— ^  sin  «  •—  X  cos  «  +  a'  =  o  , 

jrcos  0  — <-  X  sin  0*  =  i'. 

Mais  nous  avons  déjà 


y 

sin  «  +  X  cos  (êzmhi 

donc  on  aura 

^^ 

^b  +  a'  —  o. 

ce  qui  donne 

• 

• 

*=«/, 

çt,  parconséquentj 

t 

b'=za\ 

Ainsi  on  aura  ces  trois  équations 

j0  zsiy  cos  A»  — -  a:  sin  0»  •4'  ^» 
y  àsicà  -^  X  cos  c»=za\ 
y  cos  0»  — *  X  sm  «  ;=  a  , 

Mai9  a  étant  une  fonction  quelconque  de  «  ^  si  on  la  dénota 
f^fa,  on  aura 
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et  les  trois  éqastûam  précédentes  fonmiroiit  cés  expression*  de> 
x,y,zeaa, 

ar=s  C08  0  X/^«  —  sin  »  X/*« 

la  fonction^  demeurant  arbitraire. 

Ces  formules  pourraient  servir  à  trouver  des  courbes  rec— 
tifiables;  car  si  a;  et  y  sont  les  coordonnées  rectangles  d' une- 
courbe  plane ,  et  a  l'arc  correspondant,  on  lait ,  par  le  calcul 
différentiel ,  et  je  l'ai  démontré  rigoureusement  dans  la  Théorie 
des  Fonctions^  que  Ton  a  -- 

en  regardant  x  et  y  comme  fonctions  -  d'une  même  variable- 
quelconque. 

Si  on  {aitf^ù>=±my  on  SLfiùz=:o  et^  =  m»+'»>  ^^ 
formules  précédentes  donneront 

07  =  771  coso»  ,^  =  711  sine»,  z  = /»<»+.»;  , 

ce  qui  est  le  cas  du  cercle.  • 

En  prenant  ^our  fco  des  fonctions  quelbonques  de  sin  »  et 
cos  cô ,  on  aura  autant  de  courbes  algébriques  qu'on  voudra  , 
dont  la  rectification  sera  algébrique  aussi  ;  problême  sur  lequel 
les  géomètres  se  sont  autrefois  beaucoup  exerces,  et  dont  on 
peut  voir  différçateè-solirtions-dans  le  t}oœc  .Y  des  Nouveaux 
Commentaires  d^  Petersbourg. 

Les  équations  dont  nous  venons  de  nous  occuper  ,  sont 
connues  sous  Ye  ïiom  Adéquations  èfui  ne  satisfont  pas  auoc 
.conditions  dintégmhilifé.  On  trouve  des  solutions  élégantes 
de  plusieurs  de  ces  équations  dans  un  Mémoire  de  Monge^y 
imprimé  dans  le  Recuea  de  l'Académie  des  Sciences  potir- 
l'année  1784.  *" 


-  *t 
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La  notation  que  nous  avons  employée  pour  désigner  le» 
fonctions  dérivées  de  z  par  rapport  à  x  ety ,  par  des  traits 
séparés  par  une  virgule  ,  est,  comme  Ton  voit,  très-simple  et 
conforme  à  la  nature  de  la  chose  ;  mais  elle  ne  met  pas  en 
évidence  les  variables  auxquelles  chaque  groupe  de  traits  doit 
èe  rapporter  ;  et  sîi  l'on  avait  des  fonctions  de  plus  de  deo* 
variables^  la  multitude  des  virgules  pourrait  rendre  la  notatioit 
incommode ,  et  causer  de  la  confusion  par  rapport  aux  va- 
riables auxquelles  les  diff  éiientës  fonctions  dérivées  répondraient. 

:  On  pourrait  f  dans  ces  éasy  eibployer  avec  avantage  la  ixo-* 
tation  que  j*ai  déjà  proposée'  dans  l'ouvrage  sur  la  Résokitioii 
des  Équations  numériques  ipag»  aïo)  ,  et  qui  dérive  aussi  de 
la  nature  de  ce  calcul. 

£n  effets  la  formule  donnée  plus  haut  > 

fait  voir  que  sî  on  veut  considérer  â  pàxt  lés  dériVéeè  l^liiâVeâ 
à  3C  ety ,  ôû  a ,  par  rapport  à  x, 

/         /  -y 

z     Z=iXZ>  \ 


donc 


..       ^' 


ici  z'  ne  doit  être  pris  que  par  rapport  à  la  variable  t  en  tan|: 
qu'elle  est  renfermée  dans  la,  fonction  x  ;  et  pour  indiquer  ce 


z' 


point  de  vufe ,  il  p'y  a  qu'à  enfermer  1  expression  -^  entre  deu^ç 
crochets;  ce. qui  donnera  .    -. 


-^> 


On  auta  pareiÛââïeat,  pat  rappott  ky. 


z'  =ya"  ; 
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donc 


»"=  — 


t! 


en  renfermant  Texpressîon  -7-  entre  deux  crochet»,  pour  în-* 

diquer  qu'ici  la  dérivée  z'  n'est  relative  à  la  variable  i  qu'au-^ 
tant  qu'elle  est  renfermée  dans  y ,  on  aura 


''=(f> 


*  De  cette  manière ,  l'expression  de  la  dérivée  :/  prendra  eetttt 
forme 


''=<$)+/ (7)^ 


où  Ton  voit  que  (^)  >  ("/■  j  °e  sont  proprement  que  les  coef-^ 
ficiens  de  x^  et  de  y'  dans  l'expression  de  la  dérivée  z\ 

Comme  ta  variable  t ,  dont  on  suppose  que  xety  sont  fonc-« 
tions^  demeure  indéterminée,  en  prenant  x  pour  ^^  on  aurait 

a:'  =  1  ; 

Fexpression  f— 7  J  deviendrait  alors  simplement  (z')  ,  et  indi- 
querait ,  comme  elle  le  doit ,  la  fonction  dérivée  de  z  par 
rapport  à  la  variable  principale  x  ;  de  même ,  en  prenant  y 
pour  ^ ,  on  aurait 

et  Texprcssion  f -7  j  deviendrait  aussi  (^'')  ,  et  indiquerait  la 

fonction  dérivée  de  z  par  rapport  à  là  variable  principale  j^. 

Mais,  pour  distinguer  ces-fonctions  l'une  de  l'autre,  nous 
retiendrons  toujours  les  lettres  x'  et  y  sous  z' ,  et  nous  en- 
tendrons simplement  parf -^V  vT/i  *  "**  fonctions  dérivée* 
de  z  par  rapport  à  x  ety^ 
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D*ailleur8  cette  manière  d'exprimer  les  fonctions  dérivées 
a  l'avantage  de  faciliter  la  transformation  de  ces  fonctions  ^ 
lorsqu'on  veut  les  rapporter  à  d'autres  variables. 

Ainsi  y  comme  l'expression  (■-/)  indique  que  z  est  regardé 

comme  fonction  de  o:^  Texpressioa  réciproque  f --rj  indique-* 

rait'que  x  serait  regardé  comme  fonction  de  2  ;  et  il  est  facile 
de  se  convaincre  ,  par  la  nature  de  ces  expressions  ^  que  Foa 
a  en  effet 


(7)><(#)=- 


comme  si  les  parenthèses  n  existaient  pas ,  de  sorte  que  Ton 
aura 


^^^  "  (0 


Si  donc ,  au  lieu  de  regarder  z  comme  fonction  de  a:  et  y  l 
on  voulait  regarder  x  comme  fonction  de  2  et  j^ ,  on  substi- 
tuerait d'abord  -.    ,  ■  -  à  la  place  de  (— 7  J. 

(^) 

Ensuite  ,  pour  avoir  la  valeur  de  l'autre  fonction  dérivée 

i'^j  9  ^^  remarquerait  qu*ici  la  variable  x  est  censée  cons^ 
tante  ,  puisque  z  n'est  regardée  que  comme  fonction  de  yj 

Or,  X  étant  supposée  fonction  de  j^  et  2,  on  aura  ^  en 
général , 


donc  ,  pour  que  x  soit  constante ,  j/  devra  être  zéro ,  ce  qui 
donnera  l'équation 


(-)y  +  (|).=o, 
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4  où  Ton  tir» 


L-SÈ.. 


V.       > 


z' 


et  cette  yjdeur  de  -nr,  tirée  4^  U  supposition  de  x  consUate  > 
sera  parconséqaent  ^  la  même  que  celle  de  T';/ j. 
D'où  il  suit  que  Fou  aura  ces  transformées 

De  sorte  que  si  l'on  ^.  une  équation  qui  contienne  x  ^y  ^  z 
avec  les  fonctions  dérivées  (  — /  )  >  (  "^  )  *  ^^^  °®  changera 

pas  essentiellement  par  les  substitutions  précédentes  \  seule- 
ment ,  au  lieu  de  supposer  z  fonction  de  x  et  ^  ,  ce  sera  x 
qui  sera  fonction  de  y  et  ^r ,  ^t  ainsi  pour  les  c^  sem— 
blables. 

JHiaiptfin^at^  puisque  f  — 7)  est  une  fooqtion  ^t  x  Qty  jon 
aura  de  même ,  eii  pren^n^  sa  flérivee  relativemfiAt  à.f^ 


^v   /^  -      X^/  V    /. 


mais  comme  af  ^t  V  entire  le^  parenthèses ,  n'ont  qu'une  si- 
gnification de  convention  ,  on  peut ,  sans  inconvénient ,  écrire 


(S-)-(^y^^'^'(ff).{^): 


et 


\ 
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parconséquest; 

On  aura  de  même 
où  l'on  voit  que  les  symboles 

C^)*      wy)'      \y^) 

expriment  ki  ce  que  nous  avions  dénoté  jdus  hairt  par  les 

45ignes 


^"^  gf^%  Z'". 


Donc  la  dérivée  seconde  de  z,  c'est-à-dire  ,  la  valeur  des'' que 
nous  avons  donnée  plus  Iiaut ,  sera  représentée  ainsi 

"="  (â)  +/  (7) +^<^) +"y  (^)^<f)- 

On  voit  ici  que  (—77)  et  (-75- J  sont  aussi  les  coefficiens  de 

a/*  et  y*  dans  l'expression  complète  de  z",  mais  que  (-^-f) 

n'est  plus  le  simple  coefficient  de  x'y'  dans  la  même  expres- 
sion ,  comme  on  serait  porté  à  le  supposer  d'aptes  sa  notaftion, 

,^^  ,^  J  dénotera  ce  que  nous  avions 

dénoté  par  zC'"'«) ,  c'est-à-dire ,  la  fonction  dérivée  de  z  de 
l'ordre  (  71  -(-  m  )""%  prise  m  fois  relativement  à  x' ,  et  71  fois 
relativement  ky. 

Cette  dernière  notation  se  rapproche  ,  comjpie  l'on  voit , 
de  celle  qui  est  depuis  long-temps  en  usage  chez  les  ana- 
lystes pour  désigner  les  différences  qu'on  appelle  partielles. 
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En  effet ,  û  est  visible  que  les  fonctions  dérivées  qne  nous 
désignons  ici  par 

0)'(7)'(^)'(^')*'*'' 

ne  sont  autre  chose  que  les  quantités 

dz     dz     d^z        d^z 

que  plusieurs  géomètres  y  à  l'exemple  d*Euler  ,  renferment 
aussi  entre  deux  parenthèses. 

Ainsi  on  aura ,  en  général ,  ces  notations  correspondantes 

Après  avoir  donné  la  manière  de  former  et  de  noter  les 
fonctions  dérivées  relativement  à  différentes  variables ,  nous 
allons  considérer  les  équations  qui  contiennent  des  fonctions  de 
ce  genre  ,  et  quon  peut  appeler  Equations  dérivées  à  plusieurs 
variables. 


LEÇON 
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Equations  dérivées  à  plusieurs  variables.  Théo^ 
rie  de  ces  Eq  uations.  Méthodes  générales  pour 
trouver  les  Equations  primitives  des  Equations 
du  premier  ordre  à  plusieurs  variables^  ' 

ONSIDÉRONS  d'abord  une  équation  quelconque  entre  lei 
trois  variables  x  ^  y  et  s  /  par.JaqutUe  z  boit  une  fonctioa 
déterminée  de  j:  et  j^. 

Représentons  cette  équation  par 

FÇx,y,z)=zo, 

et  supposons,  pour  un  moment,  que  x  et  y  soient  desfouctîont 
données  d*une  même  variable  t ,  alors  z  sera  aussi  une  fonc-* 
tion  de  t  dépendante  de  Téquation  proposée  ;  et  par  la  théorie 
des  équatidnà  dérivées  'exposées  dans  les  leçons  précédentes  > 
non-^seùIemeiEt  là  foncdon  F  (^x,  y,  z)  sera  nulle  ,.  mais  encore 
£es  dérivées  F  i^^y^  z) ,  F"  (x,y,  z) ,  etc. ,  prises  relativement 
à  t ,  seront  nulles» 

Or ,  en  tîOnservânt  la  notation  de  la  leçon  sixième  ,  on  a     - 

F'  ix,y>  *),=  ^F"  (X)  +yF'  iy)  +z'r  (z)  ; 

dans  cette  formule  o/,y,  a',^sont  les  fonctions  dérivées  dé 
x,yy  z  ,  par  rapport  à  i  ,  et  F'  (x)\  F'  (y)  ,  F'  {z)  ,  sont 
les  fonctions  dérivées  de  F  (x,  y^  z) ,  prises  par  rapport  à  cha-^ 
cune  des  variables  x^  y  y  z  en  particulier. 

Ainsi  réquation 
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donnera  celle-ci , 

tx!F'  (x)  +yF'  (jf  )  +  a'F'  (*)  =  o. 
Mais  en  considérant  z  comme  fonction  de  x  et  j' ,  on  a 

donc 9  substituant^  on  aura 

Pour  que  les  fonctions  x  et  y  de  t ,  demeurent  indéterminées, 
il  faudra  que  leurs  fonctions  dériyées  s/  et  y  disparaissent  de 
réquation  précédente  ;  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  qu*en  faisant 
les^  deux  équations  séparées 

F'  (x)  +  z'^F'  (z)  =  o ,    F"  iy)  +  fc/F'(z)  =  o. 

Il  est  visible  que  ces  deux  équations  ne  sont  autre  chose  que 
Us  dériyées  de  l'équation  primitive 

prises  séparément  par  rapport  à  o:  et  par  report  kyi 

£n  effet ,  puisque  dans  cette  équation  lés.  deux. variables  x 
ety  sont  essentiellement  indépendantes  entre  elles ,  ses  dérivées 
par  rapport  à  x  et  par  rapport  à^  auront  lieu  chacune  'en  par- 
ticulier. Or  ,  la  variable  z  étant  y  par  cette  équation ,  une 
fonction  de  jc  et^ ,  dont  les  fonctions  dérivées  sont  z^'  par  rap- 
port à  X  seul ,  et  z»'  par  rapport  à  y  seul ,  M  est  clair  que  la 
dérivée  de  F  (x,y,z^  sera  F'  (a;)  -f-  z^F''  (g;)  par  rapport  àx, 
et  qu  elle  sera  /^  Qy  )  +  zyF^  (z)  par  rapport  ày  ;  de  sorte  que 
réquation  primitive 

donnera  ces  deux  dérivées  indépendantes ,  i     . 

F(x)  +  a''F(z)^o;    F'iy)+z^'F'(z)^o, 
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lesquelles  serviront  à  trouver  les  valeurs  des  fonctions  7i^  et  ^^'^ 
et  Ton  aura 

Ayant  ainsi  les  valeurs  des  deux  premières  fonctions  dérivéeq^ 
de  2  ^  on  en  déduira  celle  des  fonctions  secondes  z"\  2''^  z^, 
en  prenant  les  dérivées  de  2''  et  2^'  par  rapport  à  j;  et  j^  ;  «t 
ainsi  de  suite. 

n  suit  de  là  que  l'équation  primitive 

ayant  lieu ,  ses  deux  dérivées 

F'(x)  +  z''r(a)  =  o,    et    F" (y) +z^'F' (z)=o 

auront  lieu  aussi  en  même  temps  ;  parconséquent  une  combi-^ 
naison  quelconque  de  ces  trois  équations  aura  lieu  aussi ,  et 
pourra  tenir  lieu  de  l'équation  dérivée. 

Ainsi  une  équation  entre  a: ,  ^ ,  a  ,  et  les  deux  dérivées  a'»,  »»', 
^^  vT^y  *  (7*)  P*^  rapport  à  x  et  y  ,  sera  une  équation  du 

premier  ordre  à  trois  variables  ^  à  laquelle  répondra  nécessai- 
rement une  équation  primitive  enx^y  ,z. 

Soit ,  par  exemple ,  Téquation 

ifetN  étant  des  quantités  constantes. 
Son  équation  primitive  sera 

z  —  Nx  =  ^  (y-^Mx)  , 

la  caractéristique  9  dénotant  une  fonction  quelconque. 
En  effet ,  si  on  prend  les  fonctions  dérivées  par  rapport  iXg 
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on  a 

a''  — i\^=— M(p'(^  — Mr); 

«t  si  on  prend  ces  fonctions  par  rapport  à  ^ ,  on  a 

%''  =  ^'  (j^  —  Mx)  ; 

de  sorte  qu  en  éliminant  la  fonction  dérivée  d^' ,  on  a  Téquation 
dérivée  proposée 

aS  +  ifefz''  — iV=o. 

Considérons  Téquation  générale  de  la  même  forme ,  dans 
laquelle  M  et  N  soient  des   fonctions  quelconques  données 

de    XyJ  yZ. 

Supposons  que 
«oit  son  équation  primitive,  on  aura,  par  ce  qu'on  a  vu  ci-dessus, 

^s_     ^'W    ,/_      FXy) 

donc  ,  substituant  ces  valeurs  dans  Téquation  proposée ,  et 
multipliant  tous  les  tetmes  par  P  Çz)  ,  on  aura  ,  en  chan« 
géant  les  signes, 

Or  on  a  ^  en  général ,  comme  on  Ta  vu  , 

F'  ipoyyy  z)  ==  xrF'  (X)  +yF'  {y)  +  z'F  (z)\ 

en  regardant  x^y  yZ  comme  des  fonctions  quelconques  dune 
autre  variable  t  \  donc ,  substituant  dans  cette  formule ,  à  la 
place  de  F'  (  a:  )  ,  sa  valeur  tirée  de  Téquation  précédente  , 
WYoir ,  —  MF\y)  ^NF\z) ,  on  aura 

F'  (x,y,  z)  =  Cy  —  x'M)  F'(j)  +  (a'-  a/N)  F'  Ç^z}. 
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Oft  voit  ,  par  cette  expression  de  la  fonction  dérivée 
F^Qx,y,z)  ,  que  cette  fonction  deviendra  nulle  si  on  établit 
entre  les  trois  variables  x,  y,  z  des  relations  telles  ,  qtie  Ton 
ait  ces  deux  équations  particulÀèies 

€es  équations  étant  entre  les  trois  variables  x'^y  ,z,  ser*- 
viront  à  déterminer  les  valeurs  de  ces  variables  en  fonctions 
de  la  troisième;  de  sorte,  que,  parla  substitution  de  ces  valeurs^ 
la  fonction  .F^(i7,j^,  z)  deviendra  aussi  une  fonction  de  cette 
troisième  variable.  Donc  ,  puisque  sa  fonction  dérivée  doit 
alors  devenir  nulle  ,  il  s'ensuit  que  là  variable  doit  disparaître 
d'elle-même ,  et  que  la  fonction  F  (x,  y  y  2)  ne  pourra  conte- 
nir ,  après  cette  substitution  ,  que  des  constantes. 

Or ,  le3  dçux  équations 

étant  du  premier  ordre ,.  leurs  équations  primitives  contiendront 
deux  constantes  arbitraires  que  nous  désignerons  par  a  et  b. 
En  effet ,  si  de  ces  deux  équations  on  veut  éliminer  ,  par 
exemple  ,  la  variable  2 ,  on  tombera  dans  une  équation  du 
second  ovdre  en  x  et  y ,  dans  laquelle  on  pourra  faire 

.  a/  =  i,    OU:  y=*,. 

suivant  qu*bn  voudra  reigarder  y  comme  fonction  dé  x ,  ou  x 
comme  fonction  de  y  ;  et  cette  équation  aura  pour  équation 
primitive  ,  une  équation  en  a?  et  y,  avec  deux  constantes 
arbitraires. 

Ensuite  ,  on  aura  aussr  z^  en  fonction  de  xety  par  Fune 
^es  deux  équations  proposées. 

n  suit  de  la  qu'après  la  substitution  des  valeurs  de  y  et.  z 
«n  X ,  tirées  des  deux  équations  du  premier  ordre  dont  il  s'agit , 
ISi  fonction  F(^Xf,yi  2)  ne  contiendra  plus  que  les  constantes. 

3. 


\ 
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attb  arec  celles  qui  se  tronyent  dans  les  quantités  M  et  JV; 
de  sorte  qu'elle  deyiendra  simplement  une  fonction  de  a  et  i  ^ 
que  nous  désignerons  par  ^  (a,  6). 

Parconséquent  réqnation  primitive 

se  réduira  à 

C^(a,  i)=o, 

par  laquelle  on  Toit  que  Tune  des  constantes  aet  b  sera  fonc- 
tion de  l'autre. 

Mais  à  la  place  des  constantes  a  et  i ,  on  peut  mettre  leurs 
valeurs  en  x^y,  z,  tirées  des  deux  équations  primitives ,  où 
«lies  entrent  comme  arbitraires.  Donc  ^  si  on  désigne  par  P  et  Q 
ces  valeurs  de  a  et  6  ^  l'équation  primitive  de  la  proposée  de- 
viendra 

la  fonction  désignée  par  ^  étant  arbitraire. 

Il  résulte  de  là  une  méthode  générale  pour  trouver  l'équa- 
tion primitive  d'une  équation  quelconque  du  premier  ordre  , 
à  trois  variables  x^y^z^  dans  laquelle  les  deux  fonctions  déri- 
vées de  la  variaSle  ,  qui  est  censée  fonction  des  deux  autres  , 
ne  se  trouvent  qu'à. la  première  dimension  ^  telle  que 

ou,  ce  qui  est  la  même  chose , 


(e+-(^)=". 


M  et  N  étant  des  fonctions  quelconques  de  x^y,  z.  On  fera 
ces  deux  équations 
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dans  lesquelles  on  peut  supposer  Tune  des  trois  fonctions  déri- 
vées x'^y,  j!  égales  à  Tunité  suivant  la  variable  qu'on  voudra 
regarder  comme  principale  ,  et  dont  les  deux  autres  seront 
censées  des  fonctions  ;  et  ayant  trouvé  ^  s'il  est  possible  y  les 
deux  équations  primitives  de  ces  équations  y  on  en  déduira  les 
valeurs  P  et  Ç  des  deux  constantes  arbitraires  a  et  &  qu'elles , 
doivent  renfermer  :  on  aura  alors 

pour  l'équation  primitive  cl^erchée  ;  d'où  résulte 

la  caractéristique  ^  désignant  une  fonction  quelconque  de  Q» 

L'analyse  précédente  est  plus  simple  et  plus  directe  que  celle 
que  j'ai  donnée  dans  la  Théorie  des  fonctions  (n*  ici  )  ;  c'est 
ce  qui  m'a  engagé  à  la  mettre  ici ,  d'autant  qu'elle  s'applique 
avec  la  même  facilité  aux  équations  semblables  entre  un  plus 
grand  nombre  de  variables.  Dans  les  mémoires  de  Berlin  de 
1779  ,  je  m'étais  contenté  de  prouver ,  à  posteriori ,  la  légitimité 
et  la  généralité  de  cette  méthode. 

Considérons  de  la  même  manière  l'équation  à  quatre  vHr* 
riabtes  t^  x,y ,  z,  de  la  forme 

L,  M  y  N,  étant  des  fonctions  quelconques  de,  t,  x,y,  z. 
Si  on  représente  son  équation  primitive  par 

sa  fonction  dérivée   F'  (t,  x,y^  z)  sera,  en  général^ 

et  Ton  aura ,_  rektiTement  à  cbacune  des  yariablës  4,  x^y 
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en  pardcnliar^  hê  écpations 

>'(x)  +  (^)f'(z)=o, 

"Hrant  de  ces  équations  les  valeurs  des  fonctions  (  yj  , 

(-Z/J»  (77J  »  ^^  ^^^  substituant  dans  Téquation  proposée  ^ 

elle  deviendra  ,  après  la  multiplication  par  F^  (2),  et  le 
changement  dés  signes , 

d*où  Ton  tire 

Cette   valeur  de  F'  (t)    étant   substituée  dans  celle  de 
P^  it,x,yy  z)  f  on  aura 

F'it,x,y,z):=:(^x'—fL)F'{x)+(y—lfM)F'Çy) 

+  {z'  —  tfN)F'(^z). 

Si  donc  on  introduit  entre  les  quatre  variables  t,x,y  ,z 
.  les  relations  déterminées  par  les  trois  équations 

af'^lfL=o,   y  —  tfM=o,    z''-'lfN=o, 

ta  fonction  dérivée  F^  (t,Xyy,z)  deviendra  nulle  -,  parcon- 
eéquent  la  fonction  primitive  F(t,a;,y,»)ne  pourra  con- 
tenir que  des  constantes. 

Or  les    trois  équations  dont    il  s'agit   étant  du    premier 
ordre  ,  auront  trois  équations  primitive&  qui    contiendroiit 
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trois  constantes  arbitraires  a,  ô,  c,  et  par  lesquelles  trois 
des  variables  t,  x  y  y  ,  z  pourront  être  déterminées  en  fonc- 
tions de  la  quatrième.  Donc ,  si  dans  la  fonction  F{t,  x^y,  z) 
on  substitue  les  valeurs  de  ces  variables ,  il  faudra  que  la 
variable  restante  disparaisse  d* elle-même  ^  et  la  fonction  no 
pourra  plus  contenir  que  les  mêmes  constantes  a,  b,  c,  avec 
celles  qui  entreront  dans  les  expressions  deZ»,  M,  AT.  De  sorte 
qu'après  cette  substitution,  la  fonction  F(t,  x, y, z) deviendra 
nécessairement  é^e  la  forme  O  (a,  6,  c). 

Or  les  trois  équations  primitives  dont  il  s*agit ,  déterminent 
les  valei^rs  de  a^  6^  c^  en  fonctions  des  variables  f ,  a?,y,  «; 
de  sorte  qu'en  désignant  ces  fonctions  par P^  Q >  R»  ^^  P®^^ 
mettre  *  ces  équations  sous  la  forme 

Donc  la  fonction  F^t^x^y^z)  devra  être  de  la  forme 
0(P,  QyR)y  puisqu'il  n'y  a  que  cette  forme  qui  puisse 
devenir  fonction  de  a,  b,  c,  en  vertu  des  trois  é<piations 
primitives 

Donc  l'équation  primitive 

Fit,x,y,z)  =  o 
deviendra 

par  laquelle  on  aura 

la  caractéristique   ^  désignant  une  fonction  quelconque*  de 
P  et  Q. 

Ainsi  1®.  l'équation  du  premier  ordre  à  trois  variables 


(^)+^(f)=^. 
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dépend  des  deux  équations  du  premier  ordre  entre  les  mêtnes 
variables 

y— ilfa/=o,    a'  —  Na/::=:o; 
et  si 

sont  les  équations  primitives  de  celles-ci ,  a  et  b  étant  les 
constantes  arbitraires^  Téquation  primitive  de  la  proposée  sera 

Ç-çP 

çP  étant  une  fonction  quelconque  de  P, 
a''.  L*équation  du  premier  ordre  à  quatre  variables 

dépend  de  ces  trois  équations  entre  les  mêmes  variables^ 

a:'— <^i=o,  y— t'ifer=o,    z'—fN=o. 
Et  si 

P^=a,  Q  =  b,R=c 

sont  les  trois  équations  primitives  de  celles-ci,  a,  b,  c  étant 
les  constantes  arbitraires  ^  Féquation  primitive  de  la  proposée 
sera 

^  (P,  Ç)  désignant  une  fonction  quelconque  de  P  et  Ç;  et 
ainsi  de  suite. 

De  cette  manière  la  recherche  des  équations  primitives  des 
équations  du  premier  ordre,  par  lesquelles  une  variable  est 
fonction  de  deux  ou  de  plusieurs  autres ,  est  réduite  à  la 
recherche  des  équations  primitives  d'équations  du  même  or- 
dre ,  dans  lesquelles  toutes  les  variables  sont  fonctions  d'une 
seule  et  même  variable.  Or,  en  analyse,  on  regarde  la  solution 
d'un  problême  comme  connue,  lorsqu'elle  est  réduite  à  celle 


I 
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à*un  problême  d'un  genre  inférieur^  quoique  celle-ci  puisse  être 
sujette  encore  à  beaucoup  de  dii&cultés. 

Supposons,  pour  donner  des  exemples  très-simples  ^  que 
les  quantités  L^  M,  N  soient  constantes  ;  les  deux  équations 

auront  ces  primitives 
donc  réquation 


(^+«(^)=^ 


aura  cette  pnmitiye 

z  —  Nx=:^(y  —  itfx), 

comme  nous  l'ayons  déjà  vu  plus  haut. 
Les  trois  équations 

cd  —  iL'=o,  y  —  l!Mz!ZO,   a'  — t'iV=o, 
auront  ces  primitives. 

x — lA^=ia^  y-^Mt^iib,  a— 7Vi=sc; 
et  l'équation 


•        •«.• 


aura  cette  pnmitiye 

z — Nt=:^(x  —  Lt^y — Mt). 
n  est  bon  de  remarquer  que  les  équations 
Pz=za,    Ç  =  ft,    /î  =  c,  etc., 

où  a^bf  C;etc.  sont  des  constantes  arbitraires  ^  donnent  cha» 
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cune  «ne  solution  particulière  de  l'équation  proposée  ;  ce  qui 
est  évident  par  la  forme  même  de  la  solution  générale 

4»(P,  Ç)  =  o  ou   *CP,  Ç^fl)  =  o; 

<  * 

car  y  puisque  la  fonction  désignée  par  O  est  arbitraire,  on 
peut  toujours  réduire  ces  équations  à 

P-^azszo ,    ou    Ç  — 6  =  0,    ou  R  —  c=o,  etc. 
Ainsi  il  est  facile  de  voir  que  Téquation 

•atisfait  à  Téquation  dérivée 

car  elle  donne 

z=Nx+b; 
donc 


(^=-.(7)=°- 


Mais  si  on  prenait  l'autre  équation 

y  —  Mr  =  £ï, 

on  ne  verrait  pas  d'abord  comment  elle  y  peut  satisfaire^ 
puisque  la  variable  z  n'y  entre  pas.  Comme  cette  équation 
ne  donne  qu'un  rapport  entre  x  et  y ,  par  lequel  x  est  fonc- 
tion de  ^  ^  ou  y  fonction  de  x ,  il  faudra  changer  l'équation 
dérivée  de  manière  qu'au  lieu  des  fonctions  dérivées  de  z  ^ 
par  rapport  à,  x  et  y  y  elles  contiennent  les  fonctions  déri— 
vées  de  x  par  rapport  k  y  et  z ,  ou  de  j^  par  rapport  à  00 
et  2;  ce  qu'on  obtiendra  par  les  substitutions  que  nous  avonsi^ 
indiquées  plus  haut. 
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Nous  allons  donaer  ici  cette  transformation   pour  servir 
d'exemple  dans  les  cas  semblables. 

On  mettra  donc  à  la  place  de  (—7)    et    f-r}*  les  quan- 

(f)  ■  ,       ,:: 

tités  — 7 — ,  —  •      ,'.  et  l'équation  dérivée  ci-dessus  •  devien» 

(z)      (f ) 

àxA^  en  multipliant  tous  les  tenues  parf-T-V^ 

dans  laquelle  x  est  maintenant  censée  fonction  de  y  et  z. 
Or  réquation 

y  —  Mx  =:  a 

donne 


d'où  l'on  tire 


(7)=^.  •(1)=' 


Taleurs  qui  satisfont  évidemment  à  l'équation  précédente. 

-  Nous  venons  de  voir ,  dans  les  exemples  précédens ,  que 
l'équation  primitive  renferme,  dans  le  cas  de  trois  variables, 
une  fonction  arbitraire  d'une  quantité  composée  de  ces  va- 
riables, et,  dans  le  cas  .de  quatre  variables,  une  fonction 
arbitraire  de  deux  quantités  composées  de  ces  variables. 

Nous  allons  démontrer  que  cette  proposition  est  générale 
4|uélle  que  soit  la  forme  de  l'équation  dérivée  dii  preihier 
-ordre. 

En  appliquant  aux  équations  à  trois  variables ,  la  théorie 
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qae  nous  ayons  donnée  dans  la  leçon  donzième ,  -sur  les 
équations  dériyées  à  deux  variables ,  il  est  aisé  de  yoir  que, 
puisqu'une  équation  à  trois  yariables  a  deux  équations  dé- 
rivées ,  on  pourra,  par  le  moyen  de  ces  trois  équaticms, 
qui  ont  lien  simultanément,  éliminer  deux  constantes  à  yo- 
lontéy  et  parvenir  ainsi  i  une  équation  dn  premier  ordre, 
qui  contiendra  deux  constantes  de  moins  que  Féquation  pri— 
mitiye. 

D*où  il  suit  réciproquement  que  féquation  primitive  d'une 
équation  du  premier  ordre  i  trois  yariables,  doit  contenir  deux 
constantes  de  plus  que  Féquation  du  premier  ordre,  et  que 
ces  constantes  seront  nécessairement  arbitraires. 

Prenons  pour  équation  primitive  ^  l'équation  à  trois  variables 

z=ax+by; 

en  regardant  z  comme    fonction  de   x  et  y,  on  aura  ces 
deux  dérivées,  Tune   relative  à  x  et  Tautre  relative  à  y. 


(â  =  '*'  **(7)=*- 


Eliminant,  par  Iç  moyen  ,de  ces  trois  équations,  les  cons- 
tantes a  et  & ,  on  aura  l'équation  du   premier  ordre 


=<i)M7)- 


à  laquelle  répondra  l'équation  primitive 

z:=:aX'^byi 
les  constantes  a  et  &  demeurant  arbitraires. 

4 

Mais  il  n'en  est  pas  ici  comme  dans  les  équations  à  detix 
yariables ,  où  dès  qu'on  a  trouvé  une  équation  primitive  avec 
une  constante  arbitraire,  on  est  assuré  qu'elle  a  toute  la 
généralité  que  Féquation  du  premier  ordre  p^eut  comporter; 
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car  on  peut  trouver  une  inimité  d  équations  à  trois  variables^ 
qui ,  par  Télimination  de  deux  constantes  au  moyen  de  leurs 
dérivées  ^  donnent  la  même  équation  du  premier  ordre. 

Par  exemple,  Téquation 

z  =  ay  +  — - 


donne  ces  deux  dérivées 


(^=f  ^  (f)=« 


y     \y  /  r 

d'où  l'on  tire ,  par  Félimination  de  a  et  6 ,  la  même  équation 

*  •  .     . 

On  pourra  trouver  autant  d'autres  équations  primitives  qu'on 
voudra  qui  redonneront  la  même  équation  du  premier  ordre  ; 
mais  dès  qu'on  en  a  une  avec  deux  constantes  arbitraires , 
çn  peut  en  déduire  la  formule  générale  de  toutes  les  autres 
par  des  principes  analogues  à  ceux  qui  nous  ont  conduits 
aux  équations  primitives  singulières,  et  que  nous  avons  ex- 
posés dans  la  leçon  quinzième.  , 

En  effet ,  si  l'on  considère  une  équation  primitive  à  trois 
variables,  telle  que 

Fix,y,z,ay  h)  —  o, 

dians  laquelle  il  y  a  deux  constantes  a  et  i ,  qu'on  sç  paro- 
pose  de  faire  disparaître  au  moyen  de  ses  deux  dérivées,  il 
est  visible  que  le  résultat  de  l'élimination  de  ces  constantes 
sera  toujours  le  même ,  soit  que  les  constantes  a  et  6  soient 
constantes  ou  non,  pourvu  que  les  deux  dérivées  soient  les 
mêmes;  ce  qui  aura  nécessairement  lieu  lorsqu'en  regardant 
les  quantités  a  et  i  comme  variables*,  les  termes  provenant 
de  leur  variation ^  dans  les  deux  équations  dérivées^  seront  nuls. 
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Or,  tant  que  a  et  k  sont  constans^  l'équation 

donne ,  comme  on  Fa  vu  plus  haut,  ces  deux  dérivées ,  Tone 
par  rapporta  x  et  l'autre  par  rapport  à.  y, 

^  (^) + (^)  ^' (*)  =  «' ' 

Mais  en  regardant  a  et  6  conmie  fonctions  de  x  et  y,  cet 
dérivées  deviendront 

i^(J')  +  (7)'^(-)  +  (7)^Ca)+(-^)F'(J)=:o. 

Et  il  est  clair  qu'elles  se  réduiront  aux  précédentes,  en 
déterminant  a  et  6  de  manière  que  Ton  ait  les  deux  équations 

n   est  d'abonl  visible   qu'on  peut   satisfaire   à  ces  deux 
conditions,  en  faisant 

F'ia)z=:o,    et    F'(ft)  =  o; 

ce  qui  donne  deux  équations ,  par  lesquelles  on  pourra  dé- 
terminer a  et  è  en  fonctions  de  x ,  y,  z. 

.   Cette  solution  répond  évidemment  à  celle  qui  donne  le^ 

équation» 
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équations  primitives  siqgulières  des  équations  à  deux  Yarial>le9  j^ 
comme  nous  Tavons  yu  dans* la  leçon  quinzième. 

Ainsi  on  pourra  appeler  aussi   équatign  primitive  singu-^ 
Hère,  l'équation 

■     '     '  •  . 

dans  laquelle  on  aura  substitué  pour  a  et  ij  les  valeurs  tirées 
des  deux  équations  '       '    / 

•  • 

Mais  U  y  A  une  manière  plus  générale  de  satisfaire  aux 
Blêmes  oonditioQS, 

Supposons  que   b  soit  une  fonction  quelconque  de  a,  que 
nous  désignerons  par^^  alors  b'  ideyiei^dr^  <f>[(fl)Xo!i  parconsé- 

quent  (-7)  deviendra  ^'  (a)   X  (--?}  >   «*  \7/J  ^^viendra 

<(«)x(y)- 

Faisant  ces  substitutions  dans  les  deux  équations  de  con-« 
dition  ^  elles  deviendront 

ZF'iaj  +  F'  (i)  X  fa]  0)  =  o , 

et  on  y  satisfera  pat  cette  équation  unique 

laquelle  servira  à  déterminer  la  valeur  de  a  ^  et  la  fonction  ça 
demeurera  arbitraire. 

En  effet  ^  si  dana  l*équatipn  primitive 

Ad 
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en  fait 

et  a  <m  déi^Be.  par  F^Ca^ta)^  h  fenetioii  éènwie  da 
Fix,y,9»  a,  ^),  prise  relatnpertieiA à d  seul,  il  est  baïm 
de  YW  <pi*tti  Eùsant 

les  équations  dérfptes  de  la  proposée,  prises  relatirenient  à  x 
tt  ky,  seront  les  mêmes ,  a  ébmt  variable ,  qne  si  elle  ne 
variait  pas;  qne^  pareonséqnent,  l'éqnatîon  de  premier  ordre, 
déduite  de  celle-ci  par  l'élimination  de  a  et  -fa,  sen  encove 
la 


Il  est  visible  qne  l'équatiott 

ji*est  antre  chose  qne  Téquation  ci-dessDS 

en  £ûsant 

De  cette  manière  On  anra  dcme  aussi  nne  espèce  d'éqnationé 
primitiyes  singulières ,  mais  plus  générales  qne  l'équation  pri* 
mitive  proposée  »  à  raison  de  la  fonction  arbitraire  qn'ellcsi 
conttendroht. 

Si  donc  on  a  nne  équation  dn  premier  ordre  à  trois 
riables,  teUe  que 

on  peut  supposer  qu'elle  ait  pour  équation  primitÎTB 

F(ar,jr,«,  a,6)  =  o, 
eà  a  et  i  soient  deux  constantes 
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Nous  appellerons  celle-ci  équation  primitive  complète , 
â  raison  des  deux  constantes  arbitraires  qu'elle  contient ,  et 
qui  ne  peuvent  disparaître  que  par  le  moyen  de  ses  deux 
dérÎTees.  S'il  arrivait  que  les  deux  constantes  s*en  allassent 
à-la-fois  au  moyen  d'une  seule  de  ces  dérivées  ,  elles  n» 
pourraient  alors  tenir  lieu  que  d'une  seule  constante^  etTé-* 
qnation  primitive  ne  serait  pas  complète. 

Dès  qu  on  aura  trouvé  une  équation  primitive  complète  ^ 
on  en  pourra  déduire  une  autre  plus  générale,  et  qui  con^ 
tiendra  une  fonction  arbitraire. 

Car  il  n'y  aura  qu'à  faire 
•t  déterminer  ensuite  a  par  la  condition 

Nous  nommerons  celle-ci  équation  primitive  générale ^ 
pour  la  distinguer  de  la  précédente» 

Enfin,  la  même  équation  primitive  complète  donnera  en-* 
core  V équation  primitive  singulière ,  en  déterminant  o  et  & 
en  fonction  de  x^  y^  z  par  les  deux  conditions 

Par  exemple  >  nous  avons  vu  plus  haut  que  l'équation  àti 
premier  ordre 


-<i)M7) 


A  pour  équatiod^primitive  complète 

»  =  «?  +  *y- 

Potfr  en  déduire  l'équation  primitive  générale ,  on  iwra 


/ 
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«t  on  fÉrendrâ  ks  fonctions  dérivées  par  rapport  à  a  seul , 
on  aura  les  deux  éqnationfl  . 

« 

d[*où  il  faudra  élimiAer  a  :  comme  la  fonction  ^a  est  arbitraire  « 
on  peut ,  en  lui  do4aa|it  différentes  formes ,  en  déduire  une 
infinité  d'équations  primitives  complètes  ,  différentes  ,  avec 
deux  constantes  arbitraires.- 


a» 


Soit,  par  exemple j 
les  deux  équations  deviendront 


»  =  ax-f-j 

\^      ^J'^T  '^B 

la  seconde  donne 

. 

qBx 

y 

et  cette,  valeur.^'  wbstituée  dans  la  première  «  la  réduit  à 

qu]  j^t;J*£^trp  fomne:  d'étpiatioa  primitive   que'  bous  avions 
trouvée- 

On  pourra,  de  la  même  manière,  en  trouver  tant  d'autres 
qu'on  voudra  ;  maW  il  est  remarquable  que  la  première 
équation  primitive  complète  ,  d'où  l'équation  primitive  gé- 
nérale a  été  déduite,  ny  est  jamais  comprise. 

Ainsi,  il  est  impossible  de  déterminer  la  fonction  fa  de 
mav^re  qup  les  ^eux  équations 

z-=ax  +yfa  ^  x  +  jf'a  =  o. 
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donnent  celle-ci  ^  v 

A  zt  B  étant  des  constantes  aii^itrare»;:  r* 

Car  supposons  la  chose  possible  ;  en  substituant  dans  la  pre'^ 
mière  la  valeur  de  £^  on  aiùraà  satisfaire  à  ces  deux  équations 

La  seconde  donne 

cette  valeur  snbstitnée   dans  la  première  y  la  rend  divisible 
par  j^,  et  il  en  résulte 

J5 — -^f 'a = ^a — Cj^'flf  i. 
d'où  Ton  tîr^ 

^ (fta—B 

divisant  par  fa — S,  on  a  Téquatioa 

c'a     i 

dont  cliaque  membre  est  ime  fonction  d'érivée  exacte^ 

La  fonction  pritnitiye  du  premier  ivembre  est  /  (.ça-^By,. 
et  celle  du  second  membre,  est  /  (a  — ^),  la  caractéristique  l 
dénotant  le  Ibg^thme  hjqierboKque  (leçon quatrième)  ;  donc, 
prenant  lés  fonctions  primitives  et  ajoutant  la  constante  ar-«- 
bitraire  Ik,  on  aura 

dfoù  Yon  tive 
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et  parconséquest 

Telle  devrait  donc  être  la  fonne  de  la  fonction  fo;  d*oà 
Ton  dédnit 

Ces  valeurs. étant  maintenant  substituées  dans  les  deux  équa- 
tions ci-dessus  y  elles  deviendront 

(a— ^)  (x  +  fcy)=o,x+/iy  =  o, 
auxquelles  on  ne  peut  satisfaire  qu*en  faisant  * 

ce  qui  ne  donne  rien. 

Jusqu'à  présent  on  avait  cru  que  toute  équation  primitive 
qui  satisfait  i  une  équation  du  premier  ordre  à  trois  variables, 
avec  une  fonction  arbitraire,  est  aussi  générale  que  celle-ci 
peut  le  comporter.  L'exemple  précédent  met  cette  propo- 
sition en  défaut,  et  nous  prouverons  plus  bas  la  même  chose , 
d'une  manière  générale  et  directe. 

Il  est  vrai  que,  dans  le  cas  que  nous  venons  d'examiner , 
on  peut  donner  à  l'équation  primitive  une  forme  plus  simple 
et  plus  générale. 

Car,  en  considérant  les  deux  équations 
•n  voit  que  la  seconde  donne 

y 

ce 
d'où  il  résulte  que  a  eit  une  fonction  de  -  • 

y 
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Faisons  donc 


noos  amron» 


=  4(p. 


mw  il  faudra  iia*â  ^  ait  entre  les  fonctions  4  f^y  ^t  *  (^ 
une  relation  dénudante  4e  l'équation 

En  ^ffet  j  si  en  regardant  a  comme  une  yariable^  on  prend 


X' 


les  fonctions  dentées  velativement  à  là,  quantité  -^    les  équa.** 

y 

tiens 


donneront 


«'  =  +'(1).    «"♦''>  =  ♦'(!); 

donc  ^  substituant  d^nt  la  seconde ,  pour  </  et  peut  c'a  ^  leura^ 
\al^Qre^  on  aura  l'équation  de  condition 


^'©+''(^= 


o. 


Maintenant  la  prentfire  équation  devient  ^  par  la  substiti^ 
tion  des  valeurs  de  «et  de  ^^ 


,=,4(D+y(D; 


O  n  l'<»i  OMt  c^te  équation  tons  la  ibrint 


-C^Q+i*©] 
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il  est  yisible  qu'elle  se  réduit  à  celle-ci  ; 


c 
Z 


=  -^  ©• 


La  fonction  "^  r^lj  demeute  absolument  arbitraire ,  puis- 
que les  deux  fonctiôû^  4  (*"  j^'''"  *  f  ")  ûe  ferment  qu'une 

fonction  de  ^  ;  ensorte  que  la  relation  trouvée  entre  ces  fonc- 

tions  ,  devient  ici  inutile. 

Et  il  est  bon  de  remarquer  que  cette  dernière  solution  est 
précisément  celle  que  Ton  trouve  directement  par  la  méthode 
générale  exposée  plus  haut  pour  les  éqoiftîoiiB  du  praiiier  ordre 
de  la  forme  ' 


©  +  ^(7)=^^ 


Car.  réquation  proposée 


*=K7)+^(7> 


-y 

étant  divisée  par  x  et  comparée  à  la  formule  précédente ,  donne 

XX 

...  .  •     r 

de  sorte  que  les  deux  équations  pttticnlières  * 

y  —  Jkbfzzzo,    et  '  z'—Nx'=:o, 
deviennent 

y— -i —  =  0.      z :=  o. 

^'  .X        .      '  X 

Chacune  de  ces  deux  équations  étant  divisée  par  x  y  devient 
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ime  dérivée  exacte  ^  et  on  a  Ie&  deux  primitives 

es  ce 

On  a  ainsi 

P  =  i,    et    Q  =  |; 


d'où  résulte  l'équation  primitive 


î=Hâ- 


a? 

qui  s'accorde  avec  celle  que  nous  venons  de  trouver. 

On  voit  ausâ  que  cette  forme  renferme  l'équatioa  complète 

j&  !=  flx  +  fty  '; 

car.  il  n'y  a  qu'à  supposer 

Si  Ton  avait  Téquation  du  premier  ordre 

la  caractéristique^  dénotant  une  fonction  quelconque  donnée 
des  deux  fonctions  dérivées  f --;}  ,  y^j  >  Q^  troitvWfait  aisé^- 
ment  pour  son  équation  primitive  complète  ^  Véquation 

a  et  &  étant  deuix  constantes  arbitraires. 

En  eiFet ,  en   prenant  les  deux  dérivées  de  cette  équation 
par  rapport  à  x  et  à  jr  »  on  a 


(-^)=-(7)  =  '  = 


^7^  C  À  L  c  i;  L 

Mt  snbstitoaiit  ces  yalears  de  a  et  &  ^  il  vient  Téquation  proposa» 

Maintenant,  pour  trouver  l'équation  primitive  générale ,  il 
B  y  aura  qu'à  Sûre 

et  déterminer  ensuite  a  par  la  dérivée ,  prise  relativement 
â  a  seul. 

Ainsi  on  aura  le  système  des  deux  équations 

a=ar+j^+/(a,^),x+j^'a+/'(a,^)=o. 

Enfin,  pour  avoir  Téquatioa  primitive  singulière,  on  élim^ 
toera  a  et  fr  au  moyen  des  deux  dérivées,  l'une  par  rapport 
i  a^  et  l'autre  par  rapport  à  b.  Ces  dérivées  sont 

Comme  ^l'élimination  de  a  et  6  est  impossible  tant  qu'oi» 
ne  particularise  pas  la  fonction  fÇa^  &);  si  à  1^  place  de». 
variaUes  x  et  y,  on  introduit  les  deux  variables  a  etb^ 
on  aura 

et  de  U 

pour  l'équation  primitive  singulière. 

Si  on  considère  ces  trois  espèoes  d'équations  primitives:^' 
il  est  facile  de  voir  qu'elles  sont  essentiellement  distinctes 
Tune  de  l'autre ,  et  que  chacune  d'elles  ne  peut  être  ren- 
fermée dans  aucune  des  deux  autres,  ni  les  renfermer;  cai:^ 
dans  la  première,  les  quantités  a  et  b  sont  constantes,  au 
lieu  qu'elles  deviennent,  dans  la  seconde  et  dans  la  troisièiQe, 
des  fonctions  diiFérentes  des  variables  x,  y,  s. 

Mais  on  peut  s'en  convaincre  d'une  manière  plus  sennble , 
par  la  considération  des  surfaces  représentées  par  ces  diff^ 
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renteê  équations  primitives.  Pour  cela,  je  considère  d'abord 
Téquation  générale  du  plan 

dont  la  position  par  rapport  aux  trois  plans  rectangulaires 
des  x^y  ^  des  x^  z,  et  des  j^,  z,  est  déterminée  par  les  cons- 
tantes a,  b,  ç. 

Car  il  est  facile  de  prouver  que  a  est  la  tangente  de  Tangle 
que  l'intersection  de  ce  plan  avec  le  plan  des  a:  et  £  fait  avec 
l'axe  dçs  x;  que  b  est  la  tangente  de  l'angle  que  l'intersection 
du  même  plan  avec  l'autre  plan  des  y  et  z  fait  avec  l'axe  dey; 
enfin  que  ce  plan  passe  par  le  point  de  Taxe  des  z ,  qui  est  éloi- 
gné de  l'origine  commune  des  trois  axes  de  la  quantité  c.  Ainsi 
on  peut  regarder  a,  b,  c  comme  les  élémens  du  plan^  puisque 
sa  position  par  rapport  aux  axes  des  x,  y,  z,  en  dépend  en- 
tièrement. 

Si  on  combine  Téquation  du  plan  avec  ses  deux  ^érivées 
prises  séparément  par  rapport  à  a:  et  j' ,  on  peut  déterminer  les 
valeurs  des  trois  élémens  a^  & ,  c  en  fonctions  de  x,  y,Zjf^ 
l'on  trouve 

«=(^).i=(^),e=.-x(^)-j.(^). 

Or  nous  avons  démontré  rigoureusement^  dans  la  Théorie 
des  Fonctions  analytiques ,  que  ^  par  rapport  à  une  surface 
quelconque  dont  on  a  Téquation  en  Xy  y,z,  les  expresttons^ 
précédentes  des  quantités  a,  b^  c  donnent  également  les  élé- 
mens du  plan  tangent  de  la  surface  dans  le  point  qui  répond 
aux  coordonnées  x,  y ^  z;  d'où  il  suit  que  deux  surfaces^ 
qui^  pour  les  mêmes  coordonnées,  auront  aussi  les  mêmes  va- 
leurs des  fonctions  dérivées  (zTj  et  C^J  t  se  toucheront  né- 
cessairement dans  le  point  qui  répond  à  ces  coordonnées,  puis- 
qu'elles auront  Tun^  et  l'autre  le  même  plan  tangent. 


)•' 
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Gela  posé^  Téqnation  primitive  complète 

dans  laquelle  a  et  6  sont  des  constantes  arbitraires  ^  représente 
une  surface  dont  la  nature  et  la  position  dépendent  de  ces 
constantes  ;  ensorte  qu'en  faisant  yarier  ces  ccHistantes  »  la 
surface  yariera  aussi  successivement* 

Or^  si  on  fait 

bsss'pa 

et  qu*on  détermine  a  en  fonction  de  jc^  y^  z,  de  manière  que 
les  deux  équations  dérivées  restent  les  mêmes  que  si  a  ne  va- 
riait pas^  ce  qui  donne  l'équation  primitive  générale,  il  est 
visible  que  cette  équation  représentera  une  sur&ce  tout-à-fait 
différente^  mais  qui  aura,  dans  chaque  points  le  même  plan  tan- 
gent que  si  la  quantité  a  demeurait  constante ,  puisque  les  ex- 
pressions des  quantités  (*7  j  ^^  (~^  )  restelit  les  mêmes.  Donc 

cette  surface  sera  touchée  dans  chaque  point  par  la  surface  d» 
réquation  primitive  complète  qui  répond  à 

et  où  a  aura  une  valeur  constante  déterminée  par  Téquatîoii 

F^Ç^Oy  ^û)=o, 

qui  est  la  condition  de  Téquation  primitive  générale  :  les  valeurs 
de  Xy  y ,  z,  dont  a  devient  fonction^  reperdant  au  point  de 
contact  des  deux  surfaces  ^  et  étant  censées  constantes  par  rap* 
port  aux  surfaces  touchantes. 

Mais  en  regardant  a  comme  constante  y  Téquation 

F' (a,  (pa)  =  o 
représente  aussi  une  surface  y  et  son  intersection  avec  la  sur— 
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face^  représentée  par 

cera  une  ligne  tracée  sur  cette  même  surface^  dont  chaque 
point  sera^  par  conséquent,  un  point  de  contact  des  deux 
surfaces  dont  il  s* agit. 

D'où  Ton  peut  conclure  que  la  surface  représentée  par  l'é- 
quation primitive  générale ,  sera  touchée ,  dans  toute  l'étendue 
d'une  ligne ,  par  une  des  surfaces  représentées  par  l'équation 
primitive  complète,  dans  laquelle  on  supposera  l'une  dei. 
constantes 

De  manière  que  l'équation  primitive  complète 

T 

où  a  est  constante ,  donnera  y  en  faisant  varier  successivement 
la  valeur  ^e  a ,  une  infinité  de  surfaces  successives  dont  cha-» 
cune  aura  une  ligne  d'attouchement  avec  la  surf  iace  représentée 
par  l'équation  primitive  générale  ;  et  il  est  aisé  de  concevoir 
que  ces  lignes  ne  pourront  être  que  les  intersections  mutuelles 
des  mêmes  surfaces;  que,  par  conséquent,  la  surface  repré- 
sentée par  réquaticm  primitive  générale ,  ne  sera  formée  elle^ 
même  que  par  toutes  ses  intersections  successives. 

Maintenant  il  est  évident  que  la  nature  de  cette  surface  est 
subordonnée  à  la  fonction  (p  a,  et  qu'elle  n'a  de  contact  qu'avec 
celles  des  surfaces  de  l'équation  primitive  complète 

pour  lesquelles  *  ■       , 

Mais  si,  en  regardant  a  et  i  comme  variables,  on  les  détermine 
par  les  deux  équations 
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ce  qui  donne  alorsréquation  primitive  singulière, la  surface  repri- 
•entée  par  cette  dernière  équation  sera  aussi  touchée  par  la  sur-* 
face  de  Téquation  primitive  complète,  dans  laquelle  a  et  i  au- 
ront des  valeurs  constantes ,  puisque  les  valeurs  des  expressions 

V  T'y  ^^  V  7/J  ^"^  encore  les  mêmes,  soit  que  a  et  &  soient 

constantes  ou  variables  ;  et  les  points  d'attouchement  pour  des 
valeurs  données  de  a  et  & ,  seront  déterminés  par  les  deux 
équations 

r(a)=o,    F'(A3=o^ 
combinées  avec  l'équation  primitive 

de  sorte  que  ,  pour  chaque  valeur  de  a  et  & ,  il  n*y  aura  qu*tin 
point  de  contact  déterminé  ;  d*où  il  est  aisé  de  conclure  que 
h  surface  représentée  par  l'équation  primitive  singulière ,  ne 
aéra  toudiée  dans  chacun  de  ses  points  que  par  une  des  sur-^ 
J^ces  de  féquatioa  primitive  complète 

mais  <{u*elle  sera  touchée  par  toutes  celles  qui  peuvent  être 
représentées  par  cette  équation ,  en  donnant  à  a  et  6  des  valeurs 
constantes  quelconques  ;  de  sorte  qu'on  pourra  regarder  cette 
mjême  surface  comme  formée  par  l'intersection  mutuelle  et 
continuelle  de  toutes  les  surfaces  dont  nous  parlons  ,  en  faisant 
varier  successivement  les  valeurs  des  constantes  a  et  b. 

Cette  théorie  n'est ,  comme  Ton  voit ,  qu'une  généralisation 
de  celle  que  nous  mons  donnée  dans  la  leçon  dix-huitième , 
sur  les  courbes  représentées  par  les  équations  primitives  or^ 
dinaires  ou  singulières  des  équations  du  premier  ordre  à  deux 
variables.. 

L'équation  primitive  complète 

z=ax  +  by+f(^a,by 
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que  nofiii  avons  traitée  plus  haut  «  représente  ^  comme  l'on 
voit  y  un  plan  dont  la  position  dépend  des  deux  constantes 
u  et  b* 

Si  on  fait 

et  qû*on  détermine  a  par  Téquation 

a? +j^'a -f-/^  (a,  ^a)  =  a 

pour  avoir  l'équation  primitive  générale  »  la  surface  représentée 
par  cette  équation  sera  touchée  et  formée  par  l'intersectioii 
mutuelle  etsuccessive  de  tous  les  plans  représentés  par  réquatioa 

a  =  or +^<î«+/ (a,  <fa) , 

en  donnant  successivement  à  a  toutes  les  valeurs  possibles;  et 
cette  surface  sera  développdïle  dans  le  sens  le  plus  étendu* 

Mais  si  Ton  détermine  a  et  &  par  les  deux  équations 

x+/'(a)  =  o,    y+/(i)=:o, 

ce  qui  donne  Téquation  primitive  singulière ,  la  surface  repré^ 
sentée  par  cette  dernière  équation  sera  formée  et  touchée  par 
tous  les  plans  qui  peuvent  être  représentés  par  l'équation 

endonnantsuccesôifiaiiœhtàa  ttb  toutes  les  valeurs  successives 
possibles. 

Et  toutes  ces  différentes  surfaces  seront  représentées  à4a--fott 
-^par  l'équation  du  premier  ordre 

On  peut  voir  ^  dans  les  écrits  de  Monge  ^  la  décrie  de  la 
génération  des  surfaces  et  des  équations  qui  peuvent  les  repré* 
senter  ,  développée  dans  tonte  son  étendue  ^  et  avec  des 
considérations  particulières  et  ingénieuses  qui  lui  appartiennent. 
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Lorsque  Téquatioii  du  premier  ordre  renfermera  plus  de  trob 
variables ,  on  pourra  aussi  la  si^>posar  déduite  d  une  équation 
entre  ces  mêmes  variables  ,  et  autant  de  constantes  arbitraires 
qu'il  y  aura  de.  variables  moins  une  ;  car  alors  cette  équation 
fournira  autant  d'équations  dérivées  qu'il  y  aura  de  constantes  , 
par  lesquelles  on  pourra ,  en  éliminant  ces  constantes ,  parvenir 
à  l'équation  du  premier  ordre. 

L'équation  avec  les  constantes  arbitraires  Éera  donc  l'équa- 
tion primitive  complète  de  l'équation  du  premier  ordre  ;  et  oa 
en  pourra  déduire  des  équations  primitives  plus  ou  moins 
générales  par  la  variation  de  ce9  constantes  ,  en  supposant 
Tune  y  ou  quelques-unes  d'entre  elles  ,  fonctions  de  toutes  les 
autres  ,  et  les  déterminant  par  les  équations  dérivées  prises  par 
rapport  à  chacune  d^  celle-ci. 

Sofia  si  yBax^s  établir  aucun  rapport  entre  ces  constantes ,  • 
on  les  idéterilûoe  toutes  ^ar  les  équationa  dérivées  prises  .par 
rapport  à  chacune  d'elles  en  particulier  ^  on  aura  l'équation 
primitive  singulière  )  car  ',  par  ces  déterminations ,  les  équations 
dérivées  resteront  le^  mêmes  .  et  le  réâuItat.4Q  l'élimination 
sera  ^.parco^séqueiit ,  le  même  que  ai  les  variable  étaient  de- 
meurées çonstai^tes,  .  ^  ■ 

Ainsi  l'équation  entre  quatre  variables  t^  x,y,z ,  et  trois 
constantes  a,  b  ,  à  , 

F(f;  a?,y ,  »,û,  ^,  c)  =20 

sera  îa  primitive  complète  de  l'équation  du  prenaier  ordre  entre 

f,  a:,  ^,  2,  et  les  trois  fonctions  dérivées  (t")  *  w)  '  VT")  * 
déduites  -deè  trpis  dérivées  prises  par  rapport  Sit ,  x,y  , 

tn  éliminant ,  par  leur  moyen ,  les  trois  constantes  a,bjC. 

D© 


o. 
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De  là ,  Bn  regardant  a,b  ,c  comme  variables ,  cf  faisant       ^ 

oA  atir^  rèquàtion  primitive  ^générale  par  les  deux  éqtiationi 
dérivées  relatives  àaetb  , 

et  si  on  fait  à4a^foi8 

on  aura  ime  autre  équation  primitive  moins  générale  >  en  dé^ 
terminant  a  par  Téquation  relative  à  a  . 

F'  (a)  +  4'a  X  F'  (b)  -f-c^'a  X  /^  (c)  =  à. 

Enfin  on  aura  l'équation  primitive  singulière  par  les  trois 
équations  dérivées  relatives  ka,  h  y  c, 

F'(a)==o,    jF"(J)  =  o,     F'(c)  =  a 

On  voit  parla  qu'en  général  toute  équation  du  premier  ordre 
entre  trois  variables ,  dont  une  est  censée  fonction  des  deux 
autres  >  peut  avoir  pour  équation  primitive  une  équation  entre 
ces  mêmes  variables ,  contenant  une  fonction  arbitraire  ;  que 
toute  équation  du  premier  ordre  entre  quatre  variables  ,  dont 
ime  sera  censée  fonction  des  trois  autres ,  pourra  avoir  pour 
équation  primitive  une  équation  entre  ces  quatre  variable. 
Contenant  une  fonction  arbitraire  de  deux  quantités  formées  de 
ces  variables  ,  et  ainsi  de  suite  :  l'introduction  de  ces  fonctions 
arbitraires  dans  les  équations  primitives^  et  leur  évanouissement 
dans  les  équations  dérivées ,  est  le  vrai  caractère  qui  distingue 
les  équations  dérivées  à  plusieurs  variables,  de  celles  qui  n'ont 
que  deux  variables  ,  et  où  l'équation  primitive  n'admet  que  des 
constantes  arbitraires. 

DTotts  avoa^  donné  plus  haut  une  méthode  directe  pour  trou*» 

Bb 
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^ver  réqnatioii  primitive  de  toute  équation  du  premier  ordre  à 
fin  nombre  quelconque  de  yariables  ,  lorsque  les  fonctions 
dérivées  n' j  passent  pas  le  premier  degré.  On  peut ,  par  une 
considération  fort  simple ,  que  j*ai  proposée  il  y  a  long-temps 
(^Mémoires  de  Berlin  de  177a) ,  rendre  toute  équation  du  pre- 
mier ordre  à  trois  variables ,  susceptible  de  cette  méthode. 
Mais  il  se  présente  alors  ,  dans  l'application  de  la  même  mé* 
thode  y  des  difficultés  qui  ont  échappé  à  ceux  qui  ont  déjà 
fait  cette  application ,  et  que  je  n'ai  pas  cherché  à  résoudre  dans 
la  Théorie  des  Fonctions  ^  en  traitant  le  même  sujet  (art  104  )  , 
parceque  je  n'avais  encore  rien  trouvé  de  satisfaisant.  C'est  ce 
qui  m'engage  à  revenir  sur  cet  objet  pour  n'y  plus  rien  laisser 
â  désirer. 

Faisons,  pour  plus  de  simplicité , 


($)=P'     {j)=i' 


toute  équation  du;  premier  ordre  à  trois  variables  sera  représen* 
tée  par 

et  l'on  aura  la  formule 

i  laquelle  il  faudra  satisfaire  par  le  moyen  de  l'une  des  indé- 
terminées p  et  qf ,  l'autre  étant  donnée  par  l'équation  du  pre- 
mier ordre. 

Comme  les  quantités  p  et  q  ne  peuvent  être  que  des  fonctions 
de  x  ^^  ^  2  ^  si  on  suppose 

Qn  aura  l'équation 

»'= ^4  (*i  ji  ^)+y<f  (^>y»  O 
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.qui  ne  peut  avoir  une  équation  primitive   qu'autant  que  les 

fonctions  désignées  par  4  et  ^  satisferont  à  la  condition 

•» 

comme  nous  Tavona  vu  dans  la  le^on  précédente. 
Or ,  puisque 

ou  aura  y 

4'(r)=(f).      +'(=)  =  (^). 

donc ,  faisant  ces  substitutions^  on  aura  pour  l'équation  de  cou* 
dition ,  ceIle-<-ci  du  premier  ordre , 


ou  bien 


'(f)+(^)K^)+(^)''. 
(^)-(f)+(^)'>-(^)'=°- 


L'équation  donnée 

fournit  ces  trois  dérivées  relatives  à.x,y,z, 

F'  (X)  +  F'  (p)  X  (^)  +  i^  (9)  X  (^) =0, 

P'  (a)  +F'  (p)  X  (7^)  +^(9)X  (|-)  =  oi 


/       ( 
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par  le  moyen  desquelles  on  pouira  éliminer  les  fonctiona  déii* 
Téesdepoude  q. 
Eliminons  cellesde  q,  onanraj  par  la  première  et  la  troiàème« 

«it  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  ci-dessus  du  pre^ 
tnier  ordre  ^  elle  deviendra 

F*  (X)  +  pF  (z)  +F'  (p)  X  (^)  +  ^  (9)  X  (-4) 

+1>^'  (p)  +  9^'  (<7)]  (^) =o  ; 

OÙ  Ton  voit  que  les  fonctions  dérivées  de  Tinconnue  p  y  ne 
sont  qu'à  la  première  dimension ,  la  quantité  q  étant  d'ailleurs 
une  fonction  de  p^  ^  ^y  t  ^>  donnée  par  l'équation 

Lorsqu'on  aura  déterminé  ,  par  ces  équations^  les  fonctions 
p  eti/  y  l'équation 

z'  =  pj/  -fi  qy 

aura  nécessairement  une  équation  primitive  qui  sera  en  même 
temps  l'équation  primitive  de  la  proposée  du  premier  ordre 

Comparons  maintenant  l'équation  ci-dessus  ,  qui  contient  les 
fonctions  dérivées  de  p,  relativement  aux  trois  variables  x^y^z, 
avec  'la  formule 

,   (f)+i($)+«(f)=i». 
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i|ue  nous  avons  déjà  traitée  dans  cette  leçon  ^  et  dont  jious 
avons  TU  que  Téquation  primitive  dépend  des  trois  équations 
particulières 

nous  aurons ,  en  prenant  respectivement  les  variables  x^y,z,p 
à  la  place  des  variables  t,x,yfZ,les  valeurs 

r  _  ^  (</)   M-Pl!^tt3ES3}    AT—  ^iÇfHlPT  C*X 

de  sorte  que  les  tro&  équations  particulières  deviendront 

y    F' (p)  -  a^F' (g)  =  o^ 

£P  (p)  —  a/  CpF'Cp)  +  qlfiq)-}  =  o, 

p'ro»)  +  oTlF'  (X)  +  pF'C*)]  =  o. 

Comme  ces  trois  équations  ne  renferment  que  quatre  va-* 
riables  x  y  y,  z,  p^  on  pourra  les  réduire  à  une  seule  entre» 
deux  variables;  ainsi  ta  difficulté  est  rab^ssée  aux  équations 
de  ce  genre. 

■ 

Supposons  donc  qu'on  ait  trouvé  leurs  équations  primitives 

qui  renfermeront  nécessairement  trois  constantes  arbitraires- 

a  y  b,  C'y  on  pourra  en  tirer  les  valeurs  de  ces  trois  constantes 

,en  X ,y,  z  et  p;  et  si  on  dénote  ces  valeurs  par  P,  Q^  R^  oa 

aura  sur-le-champ^  comme  nous  Tavons  démontré^  Téquatioa 

pour  réqnatîon  primitive  de  Téquation  du  premier  ordre  ea 
Xy  y,  zetpyla.  fonction  ^  (P>  Qy  étant  une  fonctit^n  arbir 
traire  quelconque  de  P  et  de  Ç. 

.  Cette  équation  >  combinée  avec  Téquation  données 

donnera  les  valeurs  de  p  et  q  en  x,  y,  ^x  V^$  étant  subsd* 
tuées  dans  réquation 

S 
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1^  rendront  susceptible  d'une  équation  en  x ,  y,  z,  qui  ser9 
réquation  cherchée. 

Gomme  jusqu'ici  rien  ne  limite  la  fonction  ^(P,  Q),  il 
9*ensui7rait  que  l'équation  primitive  d'une  équation  du  premier 
ordre  à  trois  yariables  pourrait  renfermer  une  fonction  ar- 
bitraire de  deux  quantités ,  tandis  que^  dans  les  cas  que  nous 
avons  examinés^  nou9  n'avons  jamais  trouvé  que  des  fonc- 
tions arbitraires  d'une  seule  quantité;  il  est  d'ailleurs  facile 
de  se  convaincre  qu  il  est  impossible  de  faire  dispar^tre  d'une 
équation  à  trois  variables^  une  fonction  arbitraire  de  deux 
quantités ,  par  le  moyen  de  ses  deux  équations  dérivées. 

Cette  diQiculté,  je  Tavoue,  m*a  k)ng-*teiiqps  tourmenté;  enfin 
je  suis  parvenu  à  la  résoudre  par  les  considérations  suivantes. 

Je  remiarque  d'abord  que^  comme  les  trois  équations 

Pz=a,     Q  =  b,     Rz=zc 
satisfont  par  l'hypothèse ,  au:i^  trois  éqiiAtionft  du  premier  <»dre 

»' JP' (p)  -  x' [pi^  (p)  +  7^  («/ )  3  =  o, 
p'F'ip)  +  afi  F'(x)  +  pF'(»)3^o, 

avec  les  constantes  arbitraires  a,  fr^  c^  si  on  tire  de  ces  mêmes 
équationB 

les  valeurs  d^  j?,  y  ,  2  en  fonction  de  ^  ^  et  qu'on  lee  substitue 
.dans  les  équation»  précédentes ,  elles  devieodropt  nécessaire*- 
ment  identiques  ;  de  sorte  que  »  par  cesi  substitutions  |  les  pre- 
miers  membres  des  équatipns  dont  il  s'agit^  deviendront  iden- 
tiquement nuls ,  quelles  que  soient  les  valeurs  de  p ,  a,  b,  c. 
En  général^  comme  les  variaUes  Xy  y  y  z,  p  sont  regardées 
comme  indépendantes^  il  sera  indifférept  de.  substituer  les.  var 
~  leurs  de  trois  de  ces  vaiiables  exprimées  eu  fpn.çtiQms  de  à  j  &  #  c 
et  de  la  ^atrième  variable. 


^ 
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Or  le  premier  membre  de  la  première  étant  muItipUé  par  q , 
et  retranché  du  premier  membre  de  la  seconde  des  même»^ 
équations^  donne 

Donc^  si  dans  la  formule  z'^-^paf'^qy  ,  on  fait  les  mêmes 
substitutions  des  valeurs  de  x  ^  j^  >  2  en  p  ^  le  résultat  ser» 
encore  identiquement  nul. 

A  la  place  des  variables  x,  y,  2  on  peut>  sans  nuire  a 
la  généralité , introduire  les  quantités a,b,  c,  r^ardées  comm» 
variables ,  en  conservant  les  mêmes  expressions  de  x ,  ^ ,  s  ea 
to,  4,  c.  Alors 9  dans  la  formule  z^  —^px' -^qy,  les  termes 
'  provenant  de  la  variabilité  de  p^  se  détruiront  mutuellement, 
puisque  ces  mêmes  expressions  rendent  cette  formule  nulle 
dans  le  cas  où  a^  6,  c  sont  constantes  :  elle  deviendra  donc 
de  la  forme  jia'  +'BV  +  Cc\  dans  laquelle  A,  B^C  seront 
des  fonctions  de  p ,  Oy  b^  c. 

Donc  réquation 
deviendra 

et  la  condition  qui  doit  la  rendre  susceptible  à^tme  équation 
primitive >  sera,  par  ce  que  nouÉ  avons  trouvé^ 

puisque  la  substitution  des  valeurs  de  x,  y,  zeup^a^  b,  c^ 
donne 

Prsza,Ç=:b,R^c^ 

rd'oà  ces  valeurs  sont  supposées  tirées. 

Or,  ea  prenaût  les  fonctions  dérivées,  on  4 
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Donc ,  faisant  ces  substitutions ,  Téquatioa 

[ ^  +  Cç' (a)3 a»  +  Ciï+ C^' (i)  :  6' s=o; 

aura  nécessairement  une  équation  primitive /ce  qui  ne  peut 
avoir  lieu  qu'autant  que  la  variable  p  dispal-aitra  d'elle-même 
de  Féquation ,  puisque  sa  fonction  dérivée  p'  a  déjà  disparu. 

Alors  r équation  sera  entre  les  deux  seules  variables  a  et  6^ 
et  aura  toujours  une  équation  primitive,  par  laquelle  &  deviendra 
fonction  de  a  seul  ;  et  cette  fonction  sera  arbitraire  j^  à  cause  de 
la  fonction  arbitraire  ^(^a,  b). 

Ainsi  les  deux  quantités  &  et  c  seront  nécessairement  »  l'une 
et  l'autre ,  fonction  de  a  seul^  mais  U  faudra  qu'elles  satis^ 
fassent  à  l'équation 

jia'  +  Sy  +  C^z^o. 
Soit  donc 

en  les  substituant  dans  cette  équation,  on  aura 

A-h  B^fa  +  C(p'a  2=  o; 

ce  qui  donne  une  relation  entre  les  deux  fonctions  pa  et  4^# 
et  il  en  restera  une  d'arbitraire. 

Maintenant ,  si  on  remet  pour  a,b,  c  leurs  valeurs  P,  Q,Rf 
on  aura ,  pour  l'équation  primitive  cHercbée  J^  le  système  dQ9 
deux  équations 

d'où,  en  éliminant  p,  on  aura  une  équation  en  Pi>,y,z,  avce 
une  fonction  arbitraire. 

Telle  est  la  solution  directe  et  complète  du  problême; 
mais  nptts  verrons  quen  peut  la  simpbSerdans  plusieurs  cas. 
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Prenons  potir  exemple  l'équation  du  premier  ordre 
On  axaa  ici 

t 

Pix,y,  »>  P>  9)  =*— P?=o; 

donc 

Et  les  trois  équations  du  premier  ordre  en  x,  jr,  a ,  p  devien- 
dront 

Or  réquation 
donne 

donc  les  trois  éqnatiôns  dont  il  s*agit  deviendront 

*y'  —  p'a?'=o,    z' — 2px'  =  o,    zp^ — p»a?'=o, 

et  l'on  pourrait  faire  Tune  des  fonctions  dérivées  x',y,  af,p', 
égale  à  l'unité. 

V 

La  première  et  la  dernière  donnent 

y'—p'\ 

<■     •  'M 

d'où  Ton  tire  Téquation  primitive 

a  étant  mie.  constante  arbitraire.  


Zq4  calcul 

* 

Ensuite  la  seconde  et  la  troisième  donnent 

savoir, 

a'        ap' 

les  fonctions  prinûtiyes  logarithmiques  sont 

d'où  Ton  tire 

b  étant  une  constante  arbitraire. 

Enfin  ^  si  dans  la  première  on  substitue  p' poury ,  et  &/»* 
pour  2  ^  on  a  y  en  divisant  par  p* , 

bp  — •  a:'  =  G  ; 

d'où  Ton  déduit ,  en  prenant  les  fonctions  primitives , 

c  étant  la  troisième  constante  arbitraire. 
Ainsi  on  aura  ,  en  dégageant  les  valeurs  de  ces  constantes  , 

Maintenant  ^  si  dans  l'équation 

a' — px'  —  ^'  =  o, 

en  substitue  pour  a  la  valeur  -  .  elle  devient 

P 


J 


-*pj/— •-^=  o. 
P 


Et  si  ^  à  la  place  de  x,y^  2  >  on  y  met  les  expressions  trouvée» 
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ci-dessus  en  p,  a,  b,  c,  en  regardant  les  quantités  a^b  ^c  comme 
variables ,  on  a  la  transformée 

p*y  +  ohpp' — p^V  —  bpp^  —  pc  —  bpp^'^  bpd  5=  o , 

qui  y  en  elfaçant  ce  qui  se  détruit ,  et  divisant  ensuite  par 
p  ,  se  réduit  à 

Donc  ^  faisant 

b  =.^a  ^  c  =  ^â^  > 
on  aura 

4>'a  +  4a  =  o; 
ce  qui  donne 

Aiiisi  on  aura  le  système  de  ces  deux  équations 

savoir , 

X— î=^Cy— p),     ^^=  — ^'  (j^— p); 

.d'où  il  faudra  éliminer  p;  et  la  fonction  ç  {y  —  p  )  demeu- 
rera arbitraire. 

Nous  ferons  ici  une  remarque  importante  :  lorsqu'on  a 
trouvé  deux  équations  primitives  renfermant  deux  constantes 
arbitraires,  comme  ^ 

yssp-f-a,  et 2  =  ftp*, 

on  pourrait  croire  qu'en  éliminant  p ,  on  aurait  une  équation 
primitive  avec  deux  constJmtes  arbitraires,  cjol  serait ,  parcon- 
séquent,  l'équation  primitive  complète  de  H  proposée,  et 
d'où  l'on  pourrait  ensuite  tirer  l'équation  primitive  générale 
avec  une  fonction  arbitraire.  '' 


SqS  calcul 

On  aurait ,  de  cette  manière  réquation 

Mais  il  est  facile  de  se  convaincre  qu*elle  ne  satisfait  pas  à  la 
proposée 

-•=(l)x(7)= 

car  elle  donne 

•  (é)=°- 

Il  en  serait  de  même  si  on  employait ,  pour  chasser  p  ,  la 
féconde  et  la  troisième  équation  ,  on  aurait  alors 

c=a;  — v^(i2), 
savoir , 

(x— c)* 

.    * b    ' 

ce  qui  donnerait 

.    Mais  si  on  employait  la  première  et  la  dernière ,  on  aurait^ 
par  l'élimination  de  p  ,  , 


y— a* 


d*où  Ton  tire 

2i=(a:  — c)  (j>r— a); 

cette  expression  donne 


(^)=:y-c,    (|)  =  *-c; 


valeurs  qui  satisfont  à  la  proposée^ 
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La  raison  de  cette  espèce  de  bizarrerie  se  trouve  dans  Téqua- 
(ion  donnée  plus  haut^ 

c'  +  ba^  =  o. 

Elle  fait  voir  que  les  deux  quantités  a  et  c  peuvent  être 
constantes  ensemble  ;  que ,  parconséquent^  les  deux  équations 

P=a,  etfl  =  c 

ont  lieu  à-^la-fois  ^  de  sorte  qu*en  éliminant  p  on  a  une  équa- 
tion en  X,  y,  Zy  elles  deux  constantes  arbitraires  a,  c,  qui 
sera  y  parconséquent ,  Téquation  primitive  complète  de  la  pro-* 
posée.  Mais  Téquation  ne  serait  pas  satisfaite  par  la  simple 
supposition  de  a  et  &  ^  ou  de  6  et  c  ^  constantes  ensemble ,  d*où 
il  suit  que  les  deux  équations 

P=za    et     Q  =  b,    ou     Qz=zb    et    R=zc, 

prises  ensemble ,  ne  satisfont  pas  à  la  proposée. 

Au  reste  ,  on  peut  trouver  l'équation  primitive  complète  ; 
au  moyen  d'une  seule  de  ces  équations;  car  elle  donne  une 
valeur  de  p  en  x^^^  2 ,  et  une  constante  arbitraire;  et  comme 
cette  valeur  satisfait  à  l'équation  du  premier  ordre  eux^yy  z 
etp,  elle  rendra  l'équation 

a' — px^— 7y=o 

susceptible  d*une  équation  primitive  :  ainsi  il  n  y  aura  qu'à 
chercher  cette  équation  en  y  ajoutant  une  constante  arbi- 
traire, et  l'on  aura  l'équation  primitive  complète  avec  les 
deux  constantes. 

Ou  bien  on  tirera  de  l'équation  trouvée  la  valeur  de  p 
en  X,  y,  z'y  et  comme 


<i)- 


on  cherchera  l'équation  primitive  >  en  ne  regardjant  que  zet  x 
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comme  yariables.  Cette  équation  pourra  alors  renfermer  tme 
fonction  arbitraire  de  y ,  qu'on  déterminera  aisément  pair 
l'équation  proposée  ;  et  conune  celle-ci  est  du  premier  ordre , 
la  fonction  de  y  renfermera  au  moins  uife  constante  arbi- 
traire; de  sorte  qu'on  aura  de  nouveau  une  équation  primitive 
complète  avec  les  deux  constantes. 

Prenons  dans  l'exemple  précédent  la  première  équation 
P  =  a ,  savoir, 

y  —  p  =  a. 
Elle  donne 

p^y  —  ai 
«t  comme  on  a 

z 

on  aura 

z 

q= . 

y^a 

Ces  deux  valeurs  étant  substituées  dans  Féquation 

a'  —  pjif  —  çy  szi  o  , 
donnent 

z'  — (y— a)x'  —  — ^ —  =  0, 

^*/  ^  y  _  d  * 

équation  qui ,  étant  divisée  par  j^— à,  a  pour  primitive 


■*    '  ■  '  —  X  -p  c  i=  o; 


y  — a 

où  c  est  la  nouvelle  constante  arbitraire. 

Or  cette  équation  est  la  même  que  nous  avons  trouvée  ci^ 
dessus  par  l'élimination  de  p.  ^ 

La  même  équation 

p^y^a. 
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devient  ^  en  substituant  pour  p  sa  valeur  (--7 }  » 

Comme  il  n'y  a  ici  que  la  fonction  dérivée  de  z  relativement 
à  x^  on  peut  ôter  les  parenthèses  et  mettre  l'équation  sous 
la  forme  , 

dont  l'équation  primitive  >  en  regardant  j^  comme  constante ,  eét 

a=(y  — a)  (x-^r), 

Y  étant  une  fonction  quelconque  de  y. 

Cette  valeur  donne ,  en  prenant  les  fonctions  dérivées  par 
rapport  à  x  et  y  , 

Substituant  ces  expressions  dans  la  proposée 

-=(Ôx(7)' 

en  a 

d'où  Ton  tire 

F'  =  o  ; 
et  parconséquent 

en  prenant  c  pour  une  constante  arbitraire. 

Ainsi  réquation  primitive  devient  ^  comme  ci-dessus  » 

2  =  (jf  — a)  (x  —  c). 
Ayant  cette  équation   primitive   complète ,  pour  en  tirer 
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l'éqaatioii  priuiitivé  générale ,  on  fera 

et  on  prendra  la  dérivée  par  rapport  à  a  seul  ;  on  aura  ainsi 
le  système  des  deux  équations 

a=  (y — a)  (x  — ça),  oî— fa -{-  (j^*— «a)  <|>'a=  oî 

d*QÙ  il  faudra  éliminer  a. 

Pour  les  comparer  aux  équations  trouvées  ci-dessus  par 
la  méthode  générale  ,  il  n'y  a  qu*à  les  mettre  sous  la  forme 

z  z  , 

Comme  la  quantité  a  doit  être  éliminée,  on  peut  metrre 
Â  sa  place  une  quantité  quelconque.  Si  on  y  Inet  sa  valeur 
y— p,  en  a  les  mêmes  équations  déjà  trouvées,  d'où  il  faut 
ensuite  éliminer  p. 

La  théorie  dés  équations  i  plusieurs  variables  dés  ordres 
supérieurs  au  premier,  est  encore  très-imparfaite. 

Lorsque  ces  équations  admettent  une  équation  primitive 
de  l'ordre  immédiatement  inférieur  ,  on  peut  les  regarder 
comme  provenant  d'une  équation  primitive  complète  de  ce 
dernier  ordre  avec  deux  constantes  arbitraires ,  ainsi  que  nous 
l'avons  démontré  pour  les  équations  dil  premier  ordre  ;  et 
lorsqu'on  connut,  d'une  manière  quelconque,  cette  équation 
primitive  ,  on  peut ,  par  les  mêmes  principes ,  en  tirer  les 
équations  primitives  générales  et  singulières  ;  mais  on  sait 
que,  dès  le  second  ordre,  il  y  a  une  infinité  d'équations 
qui  ne  sont  point  susceptibles  d'une  équation  primitive  du 
premier  ordre ,  et  qui  admettent  néanmoins  une  équation  pri- 
mitive absolue  sans  fonctions  dérivées.  Nous  n'entrerons  point 
ici  dans  ce  détail  qui  nous  mènerait  trop  loin  ,  et  nous 
renvoyons  ,  pour  ce  qui  regarde  les  équations  de  cô  genre  ^ 
aux  traités  connus  de  calcul  diJferentieL       ^ 


DES      FONCTIONS.  46j 
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LEÇON     VINGT-UNIÈME» 

JDe>(  équations  de  condition  par  lesquelles  on 
peut  reconnaître  si  une  fonction  d'un  ordre 
ifuelconqùe  de  plusieurs  "variables ,  est  une 
fonction  dérivée  exacte.  Analogie  de  ces 
équations  ai^èc  celles  dû  problème  des  Isope- 
rimètres.  Histoire  de  ce  problême.  Méthode 
des  Dariations. 

A  o  U  T  É  fonction  d'une  seule  variable  peut  toujours  être 
regardée  comme  une  dérivée  exacte  ;  car  si  elle  n'a  pas  na- 
turellement une  fonction  primitive ,  on  peut  toujours  en  trou- 
vef  une  par  lés  séries ,  soit  en  résolvant  la  fonction  donnée 
en  série  de  puissances  de  la  variable ,  et  prenant  ensuite  la 
fonctioù  primitive  de  chaque  terme ,  soit  en  employant  la  séria 
générale  donnée  dans  la  leçon  douzième. 

Il  n'en  est  pas  de  même  pour  les  fonctions  de  plus  d'une 
variable  ;  et  quoiqu'on  puisse  toujours  s'assurer,  par  les  règles 
de  la  dérivation  des  fonctions ,  si  une  fonction  composée  de 
différentes  fonctions  dérivées  résulte  d'une  fonction  primitive 
donnée ,  comme  nous  l'avons  vu  dans  la  leçon  dix-neuvième, 
il  est  souvent  difficile  de  juger  si  elle  est  une  dérivée  exacte 
d'une  fonction  quelconque  inconnue.  Cet  objet  a  occupé  les 
géomètres  presque  dès  la  naissance  du  calcul  différentiel  ;  i]s 
ont  cherché  des  caractères  généraux  pour  reconnaître  si  une 
fonction  d'un  ordre  quelconque  peut  être  la  dérivée  exacte 
d'une  fouction  de  l'ordre  immédiatement  inférieur,  ou  mêm« 

Ce 
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d*an  ordre  inférieur  quelconque.  Ce  «ont  ces  caractères  qu'on 
connaît  dans  le  calcul  différentiel^  sous  les  noms  de  condi-- 
lions  d'intégrabiUtë,  et  qaEuler  et  Condorcet  ont  réduits  à 
des  formules  générales  et  élégantes,  qui  méritent  d'être  connues. 
Pour  trouver  ces  formules  de  la  manière  la  plus  simple , 
je  commence  par  considérer  une  fonction  F' de  différentes  va-* 
riable^  X  y  y  y  z^  etc.  et  de  leurs  dérivées,  dans  laquelle  une 
de  ces  variables  z  et  ses  dérivées  z'  y  &%  etc. ,  ne  se  trou- 
vent partout  qu'à  la  première  dimension  ;  il  est  clair  que  la 
fonction  y  sera  de  cette  forme 

V^Nz  +  Pz'  +  Qz^  +  Rxr+etc.^ 

^9  P>   Q>  ^^-  étant  des  fonctions  de  x  y  y ,  etc.  et  de 

leurs  dérivées  sans  z. 

Rien  n!eàt  plus  facile  que  de  trouver  les  conditions  néceS' 
saires  pour  qu'une  fonction  de  cette  forme  soit  une  dérivée 
exacte,  indépendaniment  d'aucune  relation  entre  la  va- 
riable z  et  les  autres. 

En  effet,  si  on  considère  les  fonctions  dérivées  du  produit  de 
deux  quantités  quelconques,  et  qu'on  dénote ,  comme  nous 
l'avons  proposé  à  la  fin  de  la  leçon  deuxième ,  par  des  traita 
appliqués  aux  parenthèses,  les  fonctions  dérivées  des  quan- 
tités renfermées  dans  ces  parenthèses ,  on  a         ^ 

CPzy  z=:  Pz' +  P^z  ; 
d'^nc 

Pz'=(Pzy  —P'z. 

On  a  de  la  même  manière 

Qz"  =  (  QzJ  —  Q^z' 

donc 

Çz"  =  (  QzJ  —  (  Q'zy  +  Q'z. 

On  trouvera  pareillement 
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et  âi.asi  dt  suite. 

Faisant  ces  substitutions  dan«  Texpresâon  de  /^,  elle  de- 
viefit ,  en  ordonnant  les  termes 

y=:{N—  P'  +  Q'  — R^4.etc.)z 
+  {PzY  —  (  Ç'  z  )'  +(^ V  —  etc, 

+(iîz'y— etc.    . 
etc. 

Comme  tous  les  termes  <le  cette  formule ,  à  l'exception  d« 
ceux  de  la  première  ligne  qui  se  trouvent  multipliés  par  z  , 
sont  déjà  des  fonctions  dérivées  exactes,  il  faudra,  pour  que 
la  fonction  /^  soit  une  dérivée  exacte  ',  que  les  termes  multi-^ 
plies  par  z,  savoir  ; 

(iV^F+ Ç''— R'+etcOz 
forment  ensemble  une  fonction  dérivée  exacte. 

Or  il  est  facile  de  se  convaincre  que  cela  est  impossible 
tant  qu'on  n'établit  aucune  relation  entre  z  et  les  autres  variables. 
Donc  il  faudra  que  ces  termes  disparaissent  d'eux-mêmes  de 
l'expression  de  jp^,  ce  qoi  donnera  l'équation  de  condition 

iV— P'+Q"— /l'^  +  etc^ro 

laquelle  devra  parconséquent  être  identique  pour  que  la 
fonction  P^  puisse  avoir  en  général  une  fonction  primitive. 
Lorsque  cette  condition  aura  lieu ,  la  fonction  primitive  dej^ 
sera  évidemment 

iP— (;^'4-/i"_etc.)z+(Q— /î'+etc.)a'+(H— etc.)z"-f.etc; 

£n  général,  quelque  soit  le  tiombre  des  variables  oonte* 
nues  dans  la  fonction/^,  si  l'une  d'elles  ainsi  que  ses  déjci'^ 
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Tees  sont  linéaires  ,  on  aura  toujours ,  relativement  à  cette 
variable,  la  même  équation  de  condition^  pour  que  la  fonc- 
tion /^devienne  une  fonction  dérivée  exacte ,  indépendamment 
d'aucune  relation  entre  ces  variables. 

Après  avoir  résolu  le  cas  des  fonctions  linéaires  par  rapport 
à  Tune  des  variables ,  nous  allons  réduire  à  ce  cas  très-simple 
la  recherche  des  équations  de  condition  pour  les  fonctions 
d'une  forme  quelconque. 

Supposons  qu'une  fonction  /^  de  x,  y,  y^ ,  y'' y  etc.  d'un 
ordre  quelconque ,  soit  la  fonction  dérivée  exacte  de  la  fonc- 
tion V  de  l'ordre  immédiatement  inférieur,  indépendamment 
d'aucune  relation  particulière  entre  x  et  yi  il  est  clair  que 
«i  dans  ces  deux  fonctions  on  substitue  a-la-fois  y  4~  ^  ^  ^^ 
place  de  y,  et  conséquemment  y'  +  u,' y  y"  +  •",  etc.,  à  la 
place  àey\y'\  etc. ,  en  supposant  û>  une  fonction  indéterminée 
de  x,  ces  fonctions  continueront  à  être  l'une  la  fonction  déri« 
vée  exacte  de  l'autre ,  puisque  cette  dérivation  ne  dépend  point 
de  la  valeur  de^.  Donc  elles  le  seront  encore  si,  après  ces 
substitutions ,  on  les  développe  suivant  les  puissances  et  les 
produits  de  «,  «',  a",  etc* 


Dénotons  par  U  la  totalité  des  termes  du    développement 
de  17,  où  les  quantités»,  (J y  fo",  etc.  ne  se   trouveront  qu'à 


la  première  dimension  ;  par  U  la  totalité  des  termes  où  ces 
quantités  formeront  deux  dimensions,  etc. 

I 
Dénotons  de  même  par  ^la  totalité  des  termes  du  dévelop- 
pement de  /^,  où  les  mêmes  quantités  a»,  «',  oj",  etc.  se  trouve- 

ront  à  la  première  dimension  ;  par  J^  la  totalité  des  termes  où 
ces  quantités  formeront  deux  dimensions ,  etc.  ^ 

1  a  3 

On  aura  1/+  27+  Z7+t/+  etc.,    pour  le    développe- 

1  %  3 

ment  de   27,  et  ^-f*  ^  +  ^+^+etc.,  pour  le  dévelop- 
pement de  y. 
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Cette  dernière  série  sera  donc  la  fonction  dérivée  exacte  de 
ta  première  ;  et  il  est  facile  de  voir  que  chaque  terme  de  l'une 
d^vira  être  la  fonction  dérivée  de  l'autre ,  tant  que  les  qjiajv- 
tités  cû,  (J y  (ù"y  etc.  demeureront  indéterminées  \  car  ces  quantités 

n'étant  qu'à  la  première  dimension  dans  la  fonction  /^,  sa 

fonction  primitive  ne  pourra  contenir  aussi  que  les  premières 

dimensions  des  mêmes  quanjdtés.;  parconséquent  il  n'y  aura  que 

1 
le  terme  U  qui  puisse  être  sa  fonction  primitive.  Il  en  est  de 

même  des  termes  correspondans  7^  et  17 ,  où  ces  quantitéa 
montent  à  la  seconde  dimension  ;  et  ainsi  de  suite. 

1 
Il  faut  donc  d'abord  que  la.  fonction-  f^  soit  une  dérivée 

exacte,  indépendamment  d'aucune  relation  entre  a;,  JL  et  c-. 

I 
Or ,  puisque  f^  est-  la  partie  du  développement  de  V  qui  ne 

contient  que  les  premièi:es  dimensions  de  © ,  (v\  o",  etc.-,  il 

est  clair   que  cette  fonction  ne  peut  être  que  de  la  forme 

r—Nos-^.  P</^  +  Ç<»^  +  /îû)*^  +  etc. , 

les  coeffîciens  iV,  P,  Ç,  etc.  étant  des  fonctions  de  a?,  y^ 
y' y  y" y  etc. ,  sans  «.  Ainsi  tout  se  réduit  à  trouver  les  con- 
ditions nécessaires  pour  qu'une  fonction  de  cette  forme  soit  ^ 
généralement  parlant,   une  dérivée  exacte. 

On  a  donc  iciîe  cas  que  nous  venons  de  résoudre ,  et  il  est 
visible  qu'en  prenant  la  variable  c»  à  la  place  de  z ,  et  conser- 
vant les  autres  dénominations ,  on  aura  l'équation  de  condition 

JV—  P'+  q"—  Br+  etc.  =  a, 

laquelle  devant  avoir  lîeu  d^ell'e-même  indépendamment  d'au-^ 
cune  relation  particulière  entre  x  et^,  devra  être  entièrement 
identique. 

Cette  équation  ayant  lieu,  on  aura  pour  la.  fonction:  primir 
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tive  de  V 

1 

C'est  parconséquent  la  yale3ir  de  la  fonction  17. 

1 
Ayant  ainsi  la  valeur  du  premier  terme  V  du  développement 

de  la  fonction  primitive  IJ  ^  on  pourra  en  déduire  les  valeur» 

a       3 

de  tous  les  termes  suivans  V y  Vy  etc.  par  les  principes  exposés 
dans  la  leçon  dix-neuvième ,  en  regardant  les  quantités  y  y  ^  ^ 
y" y  etc.  comme  autant  de  variables  indépendantes;  car  si  oa 
représente  la  quantité  U  par  la  fonction 

,    ,       .  ^(^.J'.y,/,  etc.), 

la  fonctioa 

F(x,jr  +  »,y  +  »',y  +  »*,etc.) 

développée  suivant  les  puisscinces  et  les  produits  des  quantités 
«,  »',  »*,  etc.  deviendra 

Pi^'y^y.f,  etc.)  4-»i^Cy)+«'i^  (y  )4-»''iï"0'") +etc. 

+ i  »»  ii"  Cy)  +  «  «' F"  cy,  y  )  + 1  »'•  F' (y  )  +  etc. 

+  ^«3 F-  (j,)  + 1  «•  »' iT"'  (J'.y  )  +  etc, 
etc. 

Je  ne  renferme  ici  entre  les  crochets ,  pour  plus  de  simpli- 
cité ,  que  les  quantités  par  rapport  auxquelles  il  faut  prendre 
les  fonctions  dérivées  indiquées  par  les  accens. 

On  aura  donc  ainsi 
ijz=za> F'  Qy)  +  «'  F'  Qy')  +  «"  F (/)  +  etc. 

LT  =  ^  «3  F''  Qy )  +  i  «*  «'  F'''  {y.y'^i  +  etc. 
etc. 
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Or  ayant  trouvé  ci-dessus  la  valeur  de  î/>  la  comparaison 
des  termes  multipliés  par  a  ^  w>  ,  osf ,  etc.  donnera 

F' Qy)  =/>— (y  +  ff'  — etc. 
F'(y)  =  Q  — ir  +  etc. 
r(/)  =  /l-.etc., 
•   etc. 

Ayant  ainsi  les  fonctions  dériyées  dn  premier  ordre  par  rap- 
port à  chacune  des  quantités  y  y  y'  y  y"  y  etc. ,  on  en  déduira , 
par  les  règles  données ,  les  fonctions  dérivées  dit  second  ordre 
et  des  suiyans^  par  rapport  à  chaci^ne  des  mêmefi  quantités  ;  on 

•     3 

aura  parconséquent  les  valeurs  des  termes  suiyans  Z7,  V ^  etc. 

du  développement  de  V*  Or  on  suppose 
et 


\        t        s 


Ainsi  on  aura 

F(x,jy+t»,y-f»',/4-«",etc.)^F(;c,jy,y,y,etç.) 

=  LT  +  L^  +  ^  +  etc. 

Parconséquent  la  différence  des  deux  fonctions *. . .' 

^{,^i  J'+û»*  y +  »'*  etc.)   et  /^(x,j?,y,  etc.)  ser«( donné», 
au  jnoins  par  les  séries. 

Représentons  maintenant  par 

/(^*.y»y^/>«*^-) 

la  fonction  proposée  V  dont  on  a  duppK>9é  que  1^  ou.  ^ .; 

^^^^yy  Y i  y" 9  etc.)  est  la  fonction  primitive,  on  aura 
^  (^>  J'H"  »*  y >  +  »'>  y  +  ®*f  etc.  )  pour  la  fonclioa 
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primitive   de /(x,^  +  (»,  y +(»,  y +  «",  etc.),   donc  la 

fonction  primitive  de 

/(a:,j^  +  û^,y+«,/  +  «",etc.)— /(a:,^,y,/,etc.) 
aéra  donnée. 

De  ce  que  nous  venons  de  démontrer^  il  suit  : 

1**.  Qu*uae  fonction  quelconque  de|la  {ormef(^x,y,y,y'',  etc.) 
ne  peut  avoir  une  fonction  primitive  ^  indépendamment  d*au-^ 
cune  relation  entre  x  ety  ^  à  moins  que  l'équation  de  conditioA 

N  —  P'+Q"  —  R^+  etc.  =  o, 

trouvée  ci-dessus^  n'ait  lieu  d'elle-même, 

2^.  Que  toutes  les  fois  que  cette  équation  aura  lieu  ^  ^ 
fonction 

/(x,j^  +  «,y  +  û)',y  +  û)',ete.)— /(x,_y,y,y,etc,) 

aura  nécessairement  une  fonction  primitive,  quelle  que  soit 
la  valeur  de  cù. 

Faisons  maintenant  ©  =  — 'y ,  la  fonction  .  ^ *,....  ^ 

^(x,  j'  +  û),y+ û)',y +  »">  etc.)  se  réduira  à /"(jc),  et 
aura  parconséquent toujours  une  fonction  primitive,  puisqu'elle 
ne  contiendra  plus  qu'une  variable.  Donc  aussi  la  fonctioa 
y"(a7,j',y,y,  etc.)  aura  nécessairement  une  fonction  primitive^ 

Or  ayant  supposé  que 

Jff<»  +  Pû>'  +  Qt»"  +  RJ*  +  etc. 

«ont  les  premiers  termes  du  développement  de  la  fonction  pro-* 
posée  l^y  lorsqu'on  y  augmente  j^  de  a>  ,y  de  e/ ,  y"  de  ©"^  etc.  ^ 
c'est-à-dire  de  la  fonctiony(x,^-f-û?,  y'  +  ^'>y"  +«">  etc.),^ 
il  est  visible  qu'on  aura ,  en  conservant  la  notation  adoptée , 

r^=f  (j) ,  P  -f  iy"),  Q=f  (y").  R=f  Cy") «te 

Desorte  que  l'équation  de  condition  deviendra 

f  0')-C/'Cy')T+C/'Cy")X~C/'Cy)r.+etc.=o, 
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Cette  formule  est  la  même  ^  à  la  notation  près  ^  que  celle 
qaEuler  avait  trouvée  d*abord  par  une  méthode  indirecte  , 
tirée  de  la  considération  de  maximis  et  minimis ,  et  que 
Condorcet  a  ensuite  démontrée  dans  son  Calcul  intégral.  Nous 
venons  de  prouver  non-  seulement  que  la  fonction  proposée  ne 
peut  être  une  fonction  dérivée  exacte ,  à  moins  que  Péquation 
de  condition  n'ait  lieu ,  comme  Euler  et  Condorcet  l'avaient 
trouvée  ^  mais  encore  que  si  cette  équation  a  lieu  ^  la  fonction 
sera  nécessairement  une  dérivée  exacte ,  ce  qui  restait ,  ce  me 
semble  y  à  démontrer  *,  car  la  démonstration  qu'on  en  trouve 
dans  le  tome  XV  des  Novi  Commentarii^  de  Pétersbourg,  est 
si  compliquée ,  qu'il  est  difficile  de  juger  de  sa  justesse  et  de  sa 
génér^ité. 

Si  la  fonction  proposée  contenait  non-seulement  les  variables 
Xy  y  avec  les  dérivées  j^',  y",  etc.,  mais  de  plus  une  autre 
variable  z ,  fonction  indéterminée  de  x  avec  ses  dérivées  z' , 
2^,  etc.,  on  ferait,  par  rapport  à  cette  dernière  variable,  des 
raisonnemens  et  des  opérations  semblables  à  celles  qu'on  sk 
faites  relativement  à  la  variable  y ,  et  on  parviendrait  à  une 
équation  de  condition  pour  9,  entièrement  analogue  à,  celle 
qu'on  a  trouvée  pour  y. 

Ainsi  pour  qu'une  fonction  quelconque  de  la  forme 

/(y>y  >/>  etc.  z.,  z\  z\  etc.) 

«oit  une  fonction  dérivée  exacte  d'une  fonction  de  l'ordre  in- 
férieur, indépendamment  d'aucune  relation  particulière  entrei 
j  et  Zj^  on  aura  les  deux  équations  de  condition. 

f  Cy)-iy  (/)T  +  Lf'  (j")y-Lf  Cy'')r+etc.=o, 

jr(^)-cf  (^')j+cf  (^")j'-c/^(or+etc.=o. 

Et  réciproquement  ces  deux  équations  ayant  lieu  d'elles- 
mêmes  ,  on  sera  assuré  que  la  fonction  proposée  est  une  déri- 
vée exacte,  quelles  que  soient  les  fonctions  jf  et  «. 


N 
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n  se  présente  ici^  ayant  d'aller  plus  loin,  une  remarque  im- 
portante à  faire. 

Lorsqu'on  a  cherché  les  conditions  nécessaires  pour  qu'une 
fonction  donnée  de  ^»  y>  y ,  y ,  etc.  soit  d'elle-même  une 
fonction  dérivée  exacte,  on  a  regardé  y  conoune  une  fonction 
de  X ,  mais  inconnue  ;  c'est  pourquoi  on  a  supposé  que  la  fonc- 
tion donnée  ne  contenait  point  les  dérivées  x' ,  x^^  etc.  de  la 
variable  x;  car,  suivant  les  principes  de  la  leçon  septième , 
lorsque  x  est  la  variable  principale  dont  les  autres  sont  fonc- 
tions  ,  on  peut  faire  af  ^  i  ^  et  parconséquent  x"  =  o, 
afz=io,  etc. 

Cependant  si ,  pour  plus  de  généralité ,  on  veut  regarder  (ce 
qui  est  toujours  permis  et  ce  qui  a  lieu  surtout  dans  les  pro- 
blêmes de  Mécanique)  les  variables  xety  comme  fonctions 
d'une  troisième  variable  t ,  alors  toute  fonction  dérivée  d'un 
ordre  quelconque  de  deux  variables  x^y,  devra  contenir  éga- 
lement les  dérivées  de  ces  deux  variables  ;  et  nous  avons  donné  ^ 
dans  la  leçon  citée ,  les  transformations  nécessaires  pour  intro- 
duire les  dérivées  de  x  dans  une  fonction  où  l'on  a  supposé 
a/  =  1 .  n  faut  seulement  observer  que  lorsque  la  fonction 
est  censée  être  une  fonction  dérivée  d'une  autre  fonction  des 
mêmes  variables,  il  faut  de  plus  la  multiplier  par  af.  Car  si  /^ 
est  une  fonction  dex,  y,y  ,y" ,  etc. ,  ou  l'on  a  fait  j/  =  i , 
laquelle  doive  être  une  fonction  dérivée  d'une  autre  fonction 
Uy  On  aura  par  l'hypothèse  U'  =  ^;  et  pour  détruire  la  sup- 
position de  j/  =:  1 ,  il  faudra  substituer  à  la  place  des  fonctions 

primes  j/,  V  les  valeurs  ^^7,  —7  ;  à  la  place  de  la  fonction  se- 

conde  y  la  quantité  — ^ — ,  et  ainsi  des  fonctions  des  ordres 
supérieurs ,  comme  on  l'a  vu  dans  la  leçon  septième  ;  ainsi  on 
wra  ^  =  r,  et  de  là  £/'  =:3  fV- 
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Maratenant,  si  on  considère  une  fonction  quelconque  de  x, 
y,  a/,  y,  o/',  y,  etc.,  et  qu'on  demande  les  conditions 
nécessaires  pour  que  cette  fonction  soit  un«  fonction  dérivée 
exacte  ;  en  représentant  cette  fonction  par 

f(^x,x\af,  etc.  y, / ,  / ,  etc.  ; 
et  faisant,  pour  abréger, 

X=f  (^)  -Lf  (^)T  +  [f  (a/')7-etc. 

r=f  iy)  -  U'  (j')  1  +  [f  Cy"  )  3"  -  etc. 

on  aura ,  par  ce  qu'on  a  démontré  plus  haut,  si  les  deux  varia- 
bles 0?  et  ^  sont  regardées  comme  indépendantes ,  les  deux 
équations  X  :=  o  et  F  =  o ,  qui  devront  avoir  lieu  à-la-fbis. 

^  Mais  si  y  doit  être  une  fonction  de  x,  alors  en  substituant 
f  X  pour  y  et  les  dérivées  de  ^  x,  savoir ,  x'-  ç^  x,  x"  ç^  x 
4-5t/*  çl'  Xy  etc.  poury ,  y,  etc.,  il  faudra  que  la  fonction 
proposée  devienne  simplement  de  la  forme  x*  F  x^  comme  si 
on  y  faisait  xf  -=11,  Ainsi  si  on  met  dans  cette  fonction  a:  -f-  f 
à  la  place  de  o: ,  et  qu'on  développe ,  en  ne  tenant  compte  qua 
des  premières  dimensions  de  ^,  elle  deviendra 

afFx+i^Fx-^-a/^F'x, 

où  Ton  voit  que  les  termes  qui  contiennent  |,  forment  ensemble 
une  fonction  dérivée ,  dont  la  primitive  est  ^  F  x  y  quelle  que 
soit  la  valeur  de  5. 

Je  conclus  de  là  que  si ,  dans  la  fonction  proposée  où^  est 
censé  fonction  de  o: ,  on  substitue  aussi  r  -J-  ^  à  la  place  de  x  ^ 
et  qu'on  développe  suivant  ^ ,  les  termes  qui  ne  contiendront 
que  la  première  dimension.de  ^  et  de  ses  dérivées,  devront  for- 
mer ensemble  une  fonction  dérivée  exacte ,  quelle  que  soit  la 
valeur  de  5.  Or  y  étant  ^  x ,  il  deviendra  par  la  substitution 
de  o;  4-  §  à  la  place  de  x,  ^x-^^qf  x ,  en  ne  tenant  compte 
que  de  la  première  dimension  de  ^\  donc  si  o&fait  pour  abrégei^ 
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^  ^'  a:=:« ,  il  faudra  mettre^  -f"  ^  ^  ^^  place  dey ,  tandis  qa*oit 
met  X  +  ^  à  la  place  de  x. 

Par  ces  substitutions  et  les  développemens ,  les  termes  de 
la  fonction  proposée  qui  ne  contiendront  que  k»  premières, 
dimensions  de  ^,  se  trouveront  représentés  par 

1/  (^)  +  i'f  i^)  +  iT  (x")  +  etc. 
+  «/(»  +  »'/  0-')  +  »•/'  (/)  +  etc.  ; 

et,  par  ce  que  nous  avons  démontré  dans  cette  leçon ,  pour  que- 
ces  termes  forment  une  dérivée  exacte,  il  faudra  que  l4 
quantité 

( f  (  a?  )  -  Cf  ( x' )  J  +  C  f  (  x^  )  3"  -  ete.  )  ç 
+  Cf  (y)-  Cf  (y  )T  +  ly  (/)  ]*-  etc.)  • 
«oit  elle-même  une  dérivée  exacte. 

Cette  quantité  est  la  même  chose  que  X^  +  Fft>;  donc  en 
mettant  pour  :y  sa  valeur  ^  ç'  x ,  elle  devient  (X+  Y^^x  )  ^  ; 
et  il  est  visible  qu'elle  ne  peut  être  une  dérivée  exacte ,  indé- 
pendamment de  la  valeur  de  ^ ,  qui  doit  demeurer  arbitraire  ; 
donc  il  faudra  que  cette  quantité  s'évanouisse  d'elle-même ,  et; 
parconséquent  qu'on  ait  l'équation  identique  X+Yçf'  x.  Mais 
y  étant  ^  x ,  on  a  en  général  y  =  x'  ç'  x.  'Donc ,  substituant 
cette  valeur  de  ç'  x,  on  aura  nécessairement  l'équation  ideur 
tîque 

Xx'  +  Yy  =z  o. 

H  suit  de  là  que  l'équation  de  condition  X=o,  quon 
aurait  par  la  considération  de  la  variable  x  et  de  ses  dérivées  > 
«era  identique  avec  l'équation  de  condition  F=o,  qui  se  rap- 
porte à  la  variable  j^;  car  faisant  X=o  dans  l'équation  précé-* 
dente ,  on  a  nécessairement  Y-=:o. 

On  prouvera  de  la  même  manière  que,  pour  une  fonction 
composée  des  trois  variables  x,  y,  ^  et  de  leurs  dérivées ,  on 
liurdit  réquatlon  identique 
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en  supposant 

Desorte  que ,  dans  ce  cas,  F  équation  de  condition  X=o  serait 
comprise  dans  les  deux  équations  K=o,  et  -Z  =  o. 

Ainsi  on  pourra  toujours ,  dans  la  question  présente ,  se  dis^ 
penser  d'avoir  égard  aux  dérivées  de  la  variable  principale ,  et 
à  Téquation  de  condition  qui  en  résulterait. 

Si  on  voulait  que  la  fonction  /^  fût  une  dérivée  exacte  du  / 
second  ordre  ;  il  faudrait  de  plus  que  la  fonction  primitive  de 

/^,  c'est-à-dire  la  fonction   l/,  fût  elle-même  une  dérivée 
exacte.    Or  on  a 

1/  =  p  û>  -f.  7  to'  -f-  >■  <»"  +  etc. , 
en  supposant^  pour  abréger, 

p=P— Ç'  +  fl"— etc.,g=Q—iî'+etc.,r=/l— etc.,etc.; 
et  il  est  facile  de  trouver ,  par  les  mêmes  procédés  qu'on  a  em- 

ployés  pour  la  fonction  /^,  que  la  condition  nécessaire  pour 

1 
que  la  fonction  U  soit  considérée  exacte ,  indépendamment  de 

la  valeur  de  eo ,  est  renfermée  dans  l'équation 

p  —  9'  -}-  r"  —  etc.  =  0; 

laquelle  en  remettant  pour  p,   q,  r,    etc.  leurs   valeurs; 
devient 

jp  —  2  Q'  4.  3  /î^  _  etc.  =  o. 

Donc ,  pour  qu'une  fonction  de  laforme/'(x,j/,y  ,y,  etc.) 
soit  une  fonction  dérivée  exacte  du  second  ordre ,  c'est-à-dire , 
une  fonction  dérivée  d'une  fonction  dérivée  ^^  indépendamment 
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d'aucune  relation  particulière  entre  x  etjr,  on  aura,  relatiTe*- 
ment  ky^  outre  la  première  équation  de  condition^  celle-ci  : 

/'(y)-3[/'Cy'')J  +  3C/'<y)T-etc.  =  o. 

Et  Ton  aurait  une  pareille  équation  relativement  i  z ,  si  la 
fonction  proposée  contenait  aussi  z,  z  ,  z" ,  etc. 

On  trouverait  de  même^  pour  que  la  proposée  fût  une  fonc- 
tion dérivée  du  troisième  ordre ,  cette  troisième  équation  de 
condition  y  relativement  à  y  : 

f(y'')-^[f  O')  J+  6  [f  (y"}  y  -  etc.  =  o; 
«t  ainsi  de  suite. 

£iifin,«i  on  suppose  qu'on  n*ait,pour  la  détermination  d'une 
fonction  u ,  qu'une  équation  d'un  ordre  quelconque  entre  u ,  se 
et  y  et'les  fonctions  dérivées  u',  u",  etc.  ,y ,  y*  y  etc.  de  u  et 
de  j^  y  et  qu'on  demande  les  conditions  nécessaires  pour  que  u 
soit  une  fonction  de  Xyy^y  ,y ,  etc. ,  indépendamment  d*au- 
cupe  relation  entre  x  et  j'  ;  le  problême  pourra  encore  se  ré- 
soudre par  les  mêmes  principes ,  et  en  suivant  la  même  méthode. 

Soit  /^=o  l'équation  donnée^  dans  laquelle  on  suppose  que 
-w  Bst  une  fonction  àe  x,y  ^y  ^  etc.  :  si  on  met  partout  ^  +» 
à  la  place  dey,  et  parconséquent  y  -f-  </,y'  -4-  &/'',  etc.  à  la 
'place  dey  y  y" y  etc.  la  quantité  w  étant  supposée,  comme  ci- 
dessus,  une  fonction  indéterminée  de  Xy  et  qu'on  développe 
^suivant  les  puissances  et'les  produits  de  «>  ^  d' ,  a'  y  etc.  y  la  fono- 
tion  ^deviendra,  comme  plus  haut, 

«t  l'on  aura  les  équations  particulières 

1  A 

^r=  O,  ^=0,  f^=zOy  etc. 
.  Car  si  on  imagixie  qu'on  mette  dans  ^^  àJa  place  de  usa.  valeur  ^ 
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ep  a:,y,y,  ^"j  etc.  réquation /^=3  o  deviendra  identique; 
donc  Fidentité  subsistera  aussi  après  la  substitution  dej^  +  û), 
j/  +  ©',  y  +  «*"  etc.  pour  y  ,  y ,  y  >  etc. ,  et  le  développe- 
ment suivant  û>,  ©',  ©",  etc.  ;  et  comme  ces  dernières  quantités 
sont  supposées  indépendante^  de  x  et  y ,  il  est  visible  que  chaque 

terme  F'^  Vy  etc.  qui  contient  les  mêmes  dimensions  de  e»,  f/,  «', 
etc.  devra  être  identiquement  nul  dans  Téquatioii  développé» 

V+  y-V  V+  ^+  etc.  =  o. 
Représentons  la  fonction  J^  par 

/(u,  u',  vT  y  etc.,  x,y,y\y\  etc.), 

1        9 

et  dénotons  par  u ,  u,  etc.  les  diEFérens  termes  du  développe^ 
ment  de  la  fonction  u ,  dans  lesquels  les  quantités  «,  tut ,  cù^  ,  etc. 
forment  ensemble  une  dimension  ou  deux,  etc.  Nous  aurons , 
suivant  la  notation  adoptée, 

A=  lif  (u)  +  l'f  (tt')  +lirf  (u")  +  etc. 

+  «/  (y)  +  «T  (y  )  +  «T  Cy")  +  «te. 

Or  il  est  visible  que  la  fonction  u  ne  peut  être  que  de  la  forme 

1 

u  =: iVû»  +  Pfl>^  4-  Qù!'  +  etc- 

^>  Pi  (?>  etc.  étant  des  fonctions  de  x^  y^  y ,  etc.  De  là, 
en  prenant  les  fonctions  dérivées  relatives  à  or,  on  aura  les  va- 

1      1 
1  eurs  de  li  ^v?  ^  etc.  ;  savoir , 

v^^N'c»  +  iN+jy)  J  4-  (P  +  <y)  «'^  +  etc. 

u'  =  A^'«  +  (aiV'+P'0«'  +  (iV+  aP'  +  Ç^K  +  etc; 
etc. 
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Ces  valeurs  étant  substituées  dans  Texpresslon  de  V^  l'équa- 

1 
tion  V'='  o  devra  avoir  lieu  indépendamment  des  quantités 

&  (J y  (ù  y  etc.  qui  doivent  demeurer  indéterminées;  donc  éga- 
lant à  zéro  les  multiplicateurs  de  chacune  de  ces  quantités ,  oh 
aura  les  équations 

\f  Qy)  +  i\^(u)+iV'/(u')  +  ir/(u")  +  etc.  =  o, 

etc.  ; 

d'où  il  faudra  éliminer  les  quantités  inconnues  Â^,  P,  Q ,  etc.  : 
il  restera  nécessairement  une  ou  plusieurs  équations  qui  seront 
les  équations  de  condition  chercliées.  Car  il  est  facile  de  voir 
que  le  nombre  de  ces  quantités  ne  doit  jamais  surpasser  celui 
des  quantités^, y, y,  etc.,  diminué  du  nombre  des  quan- 
tités u  y  II  y  etc.,  puisque  dans  Téquation  proposée  la  plus 
haute  fonction  dérivée  de  u  ne  peut  contenir  de  fonctions  dé- 
rivées de  y,  plus  hautes  que  celles  qui  se  trouvent  dans  la  même 
équation. 

Supposons ,  par  exemple ,  que  l'équation  soit  de  la  forme 

on  fera  ici  simplemeiit 

et  l'on  aura  les  trois  équations 

./'(/)  + ^/ ("')  =  o^ 

La  dernière  donnera  P ,  la  seconde  donnera  N,  et  la  pre- 
mière 
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mière  donnera^  par  la  substitution  des  valeurs  de  A^  et  de  N' , 
l'équation  de  condition  nécessaire  pour  que  la  quantité  u  dans 
Téquation  proposée  puisse  être  une  fonction  de  x^y^y  ^  indé- 
pendamment d'aucune  relation  entre  x  et  y. 

On  peut  étendre  la  méthode  de  ce  problême  à  un  nombre 
quelconque  de  variables  et  d*équations. 

Montrons  maintenant^  par  quelques  exemples,  l'usage  des 
équations  de  condition  dont  nous  venOns  de  donner  la  théorie  ; 
€t  d  abord  ne  considérons  qu'une  fonction  du  premier  ordre 
de  laforme/(a?,j^,y  )  ;  l'équation  de  condition  pour  qu'elle 
soit  une  dérivée  exacte,  sera 

/ 

Pour  que  cette  équation  puisse  être  identique  ^  il  faut  qilô  le 
second  terme  ne  Contienne  pas  de  fonctions  dérivées  dé  y  plus 
hautes  que  le  premier  terme /^  (y);  or  celui-ci  ne  peut  con- 
tenir que  la  fonction  y  \  donc  il  faudra  que  l'expression^^  (y')f 
dont  la  fonction  dérivée  forme  le  second  terme ,  ûe  contieiltie 
pas  y ,  autrement  il  entrerait  y  dans  le  second  terme.  Il 
suit  de  là  que  la  fonction  proposée  ne  peut  être  que  de  la 
forme 

^(^sy)+y<p(x>y)' 

En  la  représentant  par/(  x^y^y^,  et  prenant  les  dérivées 
relatives  ky  et  ày ,  on  aura 

Ainsi  relation  de  condition  sera 

t^  Cy) +y  ?' (y) -^' («.j-) =0; 

nuds 

»' (^,j') = ♦' («)+y  f' Cy)î 

donc  réqoadon  m-  réduit  i 

Dd 
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comme  nous  l'ayonf  trouvé  par  une  autre  voie ,  dans  la  le- 
çon XIX. 

La  fonction  proposée,  en  ny  faisant  plus  a:'=i,  aurait 
eu  la  forme 

et  l'on  aurait  eu,  relativement  à  x,  Téquation  de  conditioa 

f  (^) -[/(*')  J=o, 
laquelle  devient 

0/ *' (x)  4.y  ^' (r) -*' (a:,_y)  =ro; 
mais 

donc 
sayoir, 

comme  auparavant. 

Supposons  que  la  fonction  proposée  soit  du  second  ordre  et 
de  la  forme  /"(x,  jr^y,^)  :  Téquation  de  condition  pour 
^'elle  soit  une  dérivée  exacte ,  sera 

f  cy)-Cjr(y)j+cf(y')3'=o. 

11  est  d'abord  évident  que  pour  que  cette  équation  puisse 
être  identique ,  il  faut  que  la  valeur  de  f  Qy"  )  ne  contienne 
point  y';  autrement  la  valeur  de  [f  (y")  J  contiendrait  y  ▼  ; 
et  comme  les  termes  précédens  ne  peuvent  contenir  que  y  ,y 
^f^Ti  1^  Xmsi^  contenant  yj  ne  serait  pas  détruit. 


V 
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La  fonction  proposée  ne  pourra  donc  être  que  dâ  la  Formé 

« 

On  aura  ainsi,  en  la  comparant  à  la  forme  générale 

et  Féquation  de  condition  deviendra 
Or, 

donc 

*'  i^.y.y  ) = C?'  (^)  7+ ty  /  (y)  J+Cy'  ^'  (/)  ]'. 

Par  cette  substitution ,  l'équation  de.  condition  deviendra 

-*'  (y)  +/<?<'  (y)  -  C^'  Cy')  T+C<f'  (^)3'+[y  9'  (y)  J=o; 

I 

Supposons,  pour  abréger, 

la  caractéristique  4^  dénotant  une  fonction  connue  de  x,yW; 
puisqu'en  effet  cette  expression  ne  contient  que  les  trois  quan^ 
tités  a?,  jr ,  y  ;  on  aura  Féquation 

.^'Cy)+/<(j')  +  *'(f,j.,y)=o; 

maii  . 

*'C*,^,y)  =  «'(x)+y*'(_y)+y*<(y.jj 

donc  l'équation  de  condition  se  réduira  k     ■      ' 

»'0')+*'(^)+y*'<y)+/C<p'(y)+#^(y)3tso;"' 
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Or  3  est  visible  que  la  quantité  ^  n'entre  point  dans  les 
fonctions  dérivées  suivant  x  et  y ,  puisqu'elle  n'entre  point  dans^ 
les  fonctions  primitives  représentées  par  les  caractéristiques 
'^ ,  ^  et  O  ;  donc ,  pour  que  l'équation  puisse  être  identique , 
il  faudra  que  les  termes  multipliés  par  y  disparaissent  ;  par* 
conséquent  l'équation  de  condition  se  partagera  en  ces  deux-ci  : 

•«^  O) +  *' (X) +y  •'(»  =  o, 

qui  devront  avoir  lieu  séparément  pour  que  la  fonction  propo^ 
tfée  soit  une  dérivée  exacte. 

Supposons,  pour  donner  un  exemple  particulier,  que  cette 
fonction  soit 

y     y      y  ' 

onaaaAKi^(.x,y,y)z=t—f^,etfix,y,y)=:y 
De  là  on  tirera 

Ainsi  les  deux  équations  de  condition  deviendront 
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\  < 

—  -      «J-    —  =30 

_  X  -u  î2îi*  j.  :5!l  _  22>1*  -  «  ^ 

qui  se  YèriSent^  comme  Ton  y  oit  ^  d'elles-mêmes.  Ea  effet  j^ 
la  fonction  proposée  est  la  dérivée  de  — »^. 


T.t 


En  général,  il  est  facile  de. prouver  que  l'équation  de  coa^ 
dition  -  •'    )       —  ==:  f  '^  >  '\ 


/  (>)  -  LT  o)  ]' + cf  cy)  y  -  ^tc^a 


'  'i*-'  •  )  j  iji_'.»i- 


ne  saurait  être  identique  >  à  moins  que'la  plus  baute  dès  fonc-« 
tions  dérivées  ^  y  y'*  y  etc.  jqui  entrera  dans  la  fonction  pro- 
posée f  (^x %y  y  y  yy" >  etc.  )  n'y  soit  qu'à  la  première  dimen— 
eion ,  afin  qu'elle  puisse  disparaître  dans  la  fonction  dérivée^qii^oii 
prendra  relativement  à  cette,  même  dérivée  de  j^.  D'<yù  itsuit 
que  si  la  fonction  proposée  est  de  Tordre  n^^elle  ne'pounra  être 
une  fonction  dérivée  exacte >  à. moins  qu'elle  qe  çoit  dçla,£pj:ind 


Ce  qui  s'accorde  avec  ce  que  noua  avoué  W  ^^tis-raC^lèsbit 


treizième.  .  * 


Ensuite  on  peut  aussi  prouver  que^  de  m^e  c^  pour  le^ 
fonctions  du  second  ordre ,  l'équation  de  condition  se  ^écpn^- 
pose  en  deux^  qui  doivent  avoir  lieu  à-la-fois  1  pour  lés  fonc- 
tions du  troisième  ordre  ^  elle  se  C^eompflsera  pn^ttois'^  «(t  ppiu' 
les  {onctions  du  quatrième  ordre^eUe  se  décompqfer4  ^^uatre^ 
et  ainsi  de  suite»  . .  ^  ^  -y    . 

Enfin  pour  donner  aussi  un  exemple  d'une  fonctiou  dépens» 
dante  d'uur^tet^oii^  nous^^HT^niibrôi^s  réqivnioir  r^-  ■ 

tt' — t"  (k,  «,  J»)  — y  <j»  (w,  «>  y)  =  oi 
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et  nous  chercIieFons  les  conditions  nécessaires  pour  que  la  fonc^ 
tion  u  soit  une  fonction  de  x  et  y. 

£n  comparant  cette  équation  à  la  forme  générale 
on  aura 

et  de  là  on  tirera  ces  valeurs  : 

/'(«)  =  -V(«)_y^'(«),f  (u')  =  i,  ' 

Conune  la  fonction  ne, contient  point  v'' •  on  axtxn 

et Ja. dernière  deS' trois  éqviaiîons  de  condition  trouvées  ci-desstts 
]»pur;je.,^idp^tils:'âgit,ldonnera'^iir4eK^hamp  Pssro;  ce  qui 
3:éd^ira^ (Ie<{<feu;!^  premières  â       *  ;.  .    * 

-^^(!>)  -y  <i  cy)  -A^(^  («)  +y  *'  («)  )  +iv'=o. 

.:  •■   -'V y .... ,■■•.•  ,■•.•••( ,■•  ;  ■  '- 1^  f t«,»  a:,^)  +  iV  =  O. 

flônË'  subSëtiiànt  "dans  la  première  ^  et  changeant  les  signes. ,' 
on  aura  / 

-  .  ■  4.  ■•   *  •  " 

Mais 

>t  la  projjQsée  dpnneu  ,  -.^     '  .  ■  J*  i  — 


'"U   :\  *j 
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donc^  faisant  ces  substitutions^  et  effaçant  ce  qui  se  détruit/ 
on  aura  cette  équation  de  condition 

qui  est  la  même,  en  changeant  u  en  2,  que  celle  que  nous 
avons  trouvée  directement  dans  la  leçon  XIX ,  pour  que  Téqua- 
tion  dérivée  à  trois  variables,  puisse  admettre  une  équation  pri- 
mitive entre  ces  variables. 

Le  problême  que  nous  venons  de  résoudre  sur  les  équations 
de  condition  qui  doivent  avoir  lieu  pour  qu'une  fonction  donnée 
de  plusieurs  variables  et  de  leurs  dérivées,  ait  une  fonction  pri-* 
mitive  indépendamment  d'aucune  relation  entre  ces  variables  ^ 
a  une  connexion  intime  avec  un  autre  problême  plus  important  ^ 
qui  a  exercé  les  géomètres  pendant  près  d'un  siècle.  C'est  le 
fameux  problême  des  isoperimètres ,  qui ,  pris  dans  toute  soa 
extension ,  consiste  à  trouver  les  équations  qui  doivent  avoir 
lieu  entre  les  variables,  pour  que  la  fonction  primitive  inconnue 
d'une  fonction  donnée  de  ces  variables  et  de  leurs  dérivées  ^ 
devienne  un  maximum  ou  un  minimum. 

Les  mêmes  formules  d'équations  résolvent  les  deux  pro«« 
blêmes,  mais  avec  cette  différence  que,  pour  le  premier,' 
les  équations  doivent  être  identiques,  et  se  vérifier  d'elles- 
mêmes;  au  lieu  que  dans  le  dernier  problème,  elles  de-* 
Tiennent  les  équations  nécessaires  entre  les  variable»  pour  l'exis* 
tence  du  maximum  ou  du  minimum. 

On  verra  la  raison  de  cette  identité  des  résultats  par  l'àna^ 
lyse  que  nous  allons  donner  du  problème  des  isoperimètres; 
Mais  nous  commencerons  par  une  histoire  succincte  àsz  dif-^ 
férentes  tentatives  que  les  géomètres  du  dernier  siècle  ont  faites 
pour  parvenir  à  une  solution  générale  de  ce  problême ,  et  qui 
Ont  conduit  par  degrés  4  la  méthode  connue  sous  le  nom  de 
Cakul  des  variations. 
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Les  questions  de  maximis  et  minimis  n*ont  pas  été  inconiiiiea 
aux  anciens  géomètres;  car  on  a  un  livre  entier  di  Apollonius  ^ 
qui  traite  presqû'uniquement  des  plus  grandes  et  des  plu9  petites 
lignes  droites  qui  peuvent  être  menées  de  points  donnés  aux 
arcs  des  sections  coniques, 

La  méthode  ff  Apollonius  se  réduit  simplement  à  prouver 
que  toute  autre  droite  menée  du  même  point  i  la  section  co* 
nique,  serait  plus  petite  dans  le  cas  du  maximum^  et  plus 
grande  dans  le  cas  du  minimum  j^  que  celle  qu'il  a  déterminée  ; 
et  cette  méthode  a  été  suivie  par  tous  ceux  qui ,  après  lui  ^^  ont 
cherché  à  résoudre  j^  par  la  simple  géométrie  ^  des  problèmes 
relatifs  aux  mojçinui  et  aux  minima^ 

Fermât  est  le  premier,  comme  nous  Vavons  vu  dans  la  leçon 
dix-huitième  ^  qui  ait  donné ,  pour  la  solution  des  problêmes 
3e  ce  genre ,  une  méthode  directe  et  analj^tique ,  que  l'algo- 
rithme du  calcul  diiférentiel  a  ensuite  simplifiée  et  généralisée  ; 
elle  se  réduit,  comme  Ton  sait^^  à  égaler  à  zéro  la  difTérentielle 
pu  la  fonction  prime  de  la  fonction  qui  doit  être  un  maximum 
ou  un  minimum ,  en  regardant  comme  variable  l'inconnue  par 
rapport  à  laquelle  la  fonction  donnée  doit  devenir  la  plus 
grande  eu  la  plus  petite;  et  nous  avons  exposé  ailleurs  (  Théor* 
rie  des  Fonctions)  les  principes  et  la  xn^che  de  cette  méthode 
considérée  dans  toutQ  sa  généralité ^ 

.  On  peut  dire  que  c*est  à  la  considération  des  courbes  qu*on 
doit  les  principales  méthodes  de  l'analyse«  La  détermination 
des  plus  grandes  et  des  plua  petites  ordonnées  dans  les  lignes  et 
dans  les  surfaces  courbe^ ,  avait  domté  uaissauco  aux  questions 
de  mojçimi^  et  minimis ,  dont  nous  venons  de  pa^rler  ;  mais  on 
s'éleva  bientôt  à  des  problém^es  d'un  genre  nouveau  et  beau-* 
coup  plus  difficile.  H  a'a^ssait  dé.  trouver  les  courbes  mêmes 
dans  lesquelles  des  quantités  dépendantes  de  toute  l'étendu^ 
dç  la  courbe  dierc^ée,  prise  entre  des  limites  données  >  fussent 
Xkn  maoçimum  ou  un  minimum ,  par  rapport  à  toutCjB  leç  autres 

courbes  possibles  ;  comme  >  par  exemple  ;|  la  courbe  qui  reft« 
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Ferme  le  plus  grand  espace  suivant  des  conditions  données,  ou 
qui  produit ,  par  sa  révolution ,  le  plus  grand  solide  entre  de$ 
limites  données^  etc.  ;  mais  c*est  la  mécanicpie  qui  a  fourni  les 
premiers  problèmes  de  ce  nouveau  genre.  Newton  a  cherché 
le  premier  la  courbe  qui ,  en  tournant  autour  de  son  axe ,  pro- 
duit le  solide  qui  étant  mu  dans  un  fluide  syivant  la  direction 
de  son  axe^  éprouve  la  moindre  résistance  possible^  et  il  % 
donné ,  sans  démonstration ,  une  proportion  qui  suiEt  pour  cons- 
truire la  courbe  par  les  tangentes,  et  qui  en  est  comme  Téqua** 
tion  dilTéreAtiell^, 

I 

Mais  c'est  proprement  du  fameux  problême  de  la  brachysto- 
chrone ,  ou  ligne  de  la  plus  vite-descente ,  proposé  en  1 69? ,  par 
Jean  Bemoulli ,  que  date  la  découverte  d'une  analyse  propre 
à  ces  sortes  de  recherches. 

Suivantl'espritdu  calcul  différentiel  qui  suppose  les  courbes 
formées  d'une  infinité  de  droites  infiniment  petites,  on  consi- 
dère deux  côtés  contigus  de  la  coturbe  cherchée,  et  on  déter- 
mine leur  position  respective ,  de  manière  que  la  quantité  pro- 
posée devienne  vn  moximum  ou  un  minimum ,  en  ne  faisant 
varier  quç  l'ordonnée  qui  répond  à  l'angle  formé  piar  cea  deux 
côtés.  De  cette  manière ,  le  problême  rentre  dans  l'ancien  genre^ 
et  la  difficulté  ne  consiste  plus  qu'à  ramener  le  résultat  de  lai 
eolution  à  la  forme  différentielle.  C'est  ainsi  qu'on  a  trouvé 
d'abord  que  la  çourhç  de  I4  plus  vite-descente  doit  être  telle 
que  le  sinus  de  l'angle  qu'un  de  ses  côtéd  quelconques  infini- 
ment petits  fait  avec  la  verticale,  soit  proportionnel  à  la  vitesse^ 
laquelle  est  comme  la  racine  carrée  de  la  hauteur  d'où  le  corps 
est  parti;  et  cette  proportion  réduite  en  équation  différen- 
tielle, donne  la  cicloïdé.  On  a  trouvé  de  la  même  manière 
que  le  solide  rond  de  la  moindre  résistance ,  est  formé  par  tmè 
courbe  qui  a  la  propriété  énoncée  par  Newton  y  dans  le  scholie 
de  la  proposition  XXXV  de  la  seconde  partie  de  seà  Principes^' 
On  a  appliqué  ensuite  la  même  méthode  à  des  problêmes  plus 
^ompliquésj  tel  que  celui  deaisoperimètres^  où  i)  s'agissait  de 
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trouver  entre  toutes  les  courbes  possibles  qui  ont  le  même  p£-» 
rimètre  ou  la  même  longueur ,  celles  qui^  entre  des  limite» 
données^  renfermaient  les  plus  grands  ou  les  plus  petits  espaces, 
où ,  en  faisant  une  révolution  autour  de  leurs  axes ,  produi- 
raient les  plus  grandes  ou  les  plus  petites  superficies ,  ou  les 
plus  grands  et  les  plus  petits  solides  ^  ou  enfin  ime  courbe  telle 
fpien  construisant  sur  son  axe  une  seconde  courbe  dont  les  or- 
données soient  des  fonctions  quelconques  des  ordonnées  et  dea 
«rcs  de  celle-là.  Taire  de  la  seconde  courbe  forme  un  maxi^ 
ntunt  ou  un  minimum;  et  les  difficultés  de  ces  problêmes,  {ointes 
â  la  célébrité  que  les  recherches  des  deux  frères  Bernoulli,  de 
Tailor  et  à'Euier  lui  a^cquirent,  ont  fait  donner  en  général 
le  nom  àUsoperimètres  à  tous  les  problêmes  dans  lesqueb  il 
s'agit  de  trouver  des  courbes  qui  jouissent  de  quelque  propriété 
de  maximum  ou  minimum  y  avec  ou  sans  la  condition  de  Yégjàr 
lité  des  longueurs  de  la  courbe. 

.  Lorsqu'on  veut  avoir  égard  à  cette  condition ,  il  ne  suffit 
pas  de  faire  varier  une  seule  ordonnée  ^  comme  dans  les  pro- 
blêmes où  on  demande  un  maximum  ou  un  minimum  slbsolni 
û  faut  alors  faire  varier  à-la-fois  deux  indéterminées  tant  dans 
l'expression  qui  doit  être  un  mxiximum  ou  minimum  ^  que  dans 
celle  qui  doit  demeurer  constante ,  et  égaler  séparément  à  zéro 
les  résultats  de  ces  variations,  ou  les  différentielles  de  ces  deux 
expressions,  comme  dans  les  problêmes  ordinaires  de  maximis 
et  minimis ,  lorsqu'il  y  a  quelque  condition  particulière  à  rem- 
plir entre  les  variables. 

]  Jeçn  -BernoulUy  dans  un  Mémoire  destiné  à  résoudre  les  pro-^ 
l)Iêjncs  sur  les  isoperimètres  proposés  par  son  frère  Jacques  ^ 


ne  .cojdsidérant  que  deux  élémens  pu  côtés  de  la  courbe ,  et  en 
faisant  varier  à-k-fois  l'abscisse  et  l'ordonnée  qui  répondent  à 
l'angle  de. ces  deux  lignes  droites,  de  inanière  que  leur  somme 
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demeurât  constante.  En  effet ,  si  la  question  roulait  sur  des 
quantités  finies,  elle  pourrait  se  résoudre  de  cette  manière; 
mais  il  arrive  ici,  par  la  nature  des  infiniment  petits,  que 
réquation  finale  devient  purement  identique ,  et  ne  fait  par- 
conséquent  rien  connaître.  Jean  Bernoulli  parvint  à  un  autr» 
résultat,  et  crut  avoir  ainsi  résolu  les  problêmes-  mais  son  ana-» 
lyse  est  erronée ,  et  pèche  contre  les  principes  du  calcul  infi- 
mtésinïal. 

Jacques  Bernoulli  est  le  premier  qui  ait  reconnu  dans  ces 
sortes  de  questions  la  nécessité  de.  considérer  trois  côtés  consé- 
cutifs de  la  courbe ,  et  de  faire  varier  à-la-fois  les  deux  or- 
données consécutives  qui  répondent  aux  angles  formés  par  ces 
côtés.  C'est  sur  ce  principe  qu'il  a  fondé  son  analyse  du  pro- 
blême des  isoperimètres ,  intitulée  Analysis  magni  problematis 
tsoperimetricï  y  et  publiée  i  Baie  en  1701 ,  et  dans  les  Actes  de 
Léipsic  dé  la  même  année  ;  et  le  même  principe  a  servi  de  base 
ensuite  aux  solutions. données  par  Tailor,  daiis  son  Methodiïs 
incrementorum^par Jean  Bernoulli,  dans  les  Mémoires  de 
V Académie  des  Sciences  de  1718  ;  et  par  £i//er,  dans  les  tomes 
VI  et  VIII  des  Anciens  Commentaires  de  Pétersbourg. 

Par  la  considé^ration  d'une  partie  infiniment  peftte  de  la 
courbe  regardée  comme  .cojcapiQsée  de  deux  ou  de  .troifi  lignes 
droites ,  les  problêmes  se  réduisent  à  l'analyse  ordi^vé  'y  et  la 
difficulté  ne  consiste  plu,s  qu'à  traduire  les  solutions  en,  équa- 
tions différentielles,  par  les  substitutions. des  valeurs  des  or-^ 
données  et  des  abscisses  successives  exprimées  en  différences  , 
en  ayant  soin  de  ne;  conserver  que  les^  termes  du  même  ordre  ^ 
suivant  la  loi  de  l'homogénéité  des  quantités  infiniment  petites.' 
Mais  les  résultats  obtenus  de  cette  manière  'se  présentent  ra— 
j^ement  soùs  une  forme  gén'érale  et  applicable  à  tbtié  l'es  prb— 
blêmëvdu,même  genre.  De  plus,  il  y  a  des  cas  où'  il  ne  suffit 
pas  de  considérer  une  portion  infiniment  petite  de  la  courbe  , 
parceqùe  la  propriété  dii^  mao^fmum  ôvl  minimum  peut  av'oii: 
Ûett  dans  :1a- courbe  entière ,  sans  avoir  lieu  dans  (Chacune  doi 
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•es  portions  infiniment  petitea  ;  ce  sont  eenr  oà  la  fonction 
diiFérentielIe  dont  Tintégrale  doit  être  un  maximum  on  un 
minimum ,  contient  elle-même  une  autre  fonction  intégrale  ^ 
a  moins  que ,  par  les  conditions  du  problême ,  cette  intégrale 
doiye  avoir  ime  valeur  constante  ;  par  exemple ,  lorsque  la 
fonction  dont  Vintégrale  doit  être  un  maximum  ou  un  mini^ 
mum,  dépend  non-seulement  des  abscisses  et  des  ordonnées  et 
de  leurs  différences^  mais  encore  de  l'arc  même  de  la  courbe^ 
lequel  n*est  doimé ,  comme  Ton  sait  ^  que  par  une  expression 
intégrale  ;  dans  ce  cas^  les  solutions  qu*on  trouverait  par  la 
simple  considération  d*tme  portion  infiniment  petite  delà  courbe^i 
seraient  inexactes^  à  moins  que  la  longueur  de  la  courbe  ne  fdt 
supposée  constante ,  comme  d^u^  Iqs  problèmes  des  isoperi-» 
mètres. 

A  plus  forte  raison  >  il  ne  sera  pas  penms  de  n^aveir  égard , 
dans  le  calcul  j  à  une  petite  portion  de  la  courbe  »  lorsque  la 
fonction  différentielle  dépendra  â*une  quantité  donnée ,  sim-* 
plement  par  une:  équation  différentielle  non  intégrée  engl- 
uerai \  c'est  pourquoi  on  doit  regarder  conuue  fausse  la  solu- 
tion quEuler  lui-même  a  donnée  du  problême  de  la  braehy»r 
tocbrone  dans  un  milieu  résistant  comme  une  fonction  de  la 
Vitesse  y  dans  le  tome  YII  des  Anciens  Commentaires  de  Pé-^ 
tersbourgy  et  dans  le  second  volume  de  sa  Mécanique  ^  et  on 
peut  s'en  convaincre  en  la  comparant  à  celle  qu*on  trouve  dan$ 
son  ouvrage  de  1744  >  intitulé  Methodus  inveniendi  lineas 
tuTvas  maoé^i  minimique  proprietate  gàudentes  Q Art.  4^  ). 

Cest  profMreiûent  dans  ce  dernier  ouvrage  ^Euler  a  donné 
une  solutio;»  générale  et  complète  du  problème  des  isoperi^ 
mètres.  Pouç  trouver  les  conditions  dur  moxmum  ou  minimum^ 
il  se  cpûXpoXj^  4^ faire  varier  une  seul^ ordonnée  delà  courbe > 
et  il  en  d^dui^  la  valeur  différentielle  de  la  formule,  qui  doit 
être  un.  ifig^gà^xm^  ou  un  minimum  >  en  substituant  à  la  plac^ 
des^  différentielleslde  l'ordonnée  le»,  différences  successives  dea 
ordonnées  çostôéouiyiyiès^.  et  à  la  pl^e  desexpressionsiiatégraletL 


t>ES     FDNCTtOKS.  4<lij 

fesiommesdes  élémens  répondans  àtoute  Tétendue  de  la  courbe» 
Son  calcul  devient  ainai  très-<Iong ,  surtout  par  les  suites  infi- 
nies qui  s*y  mêlent^  lorsque  la  fonction  proposée  contient  dif- 
férentes intégrales ,  et  dont  il  faut  déterminer  la  somme  pour 
parvenir  à  des  résultats  nets  et  précis  ;  et  on  ne  peut  trop  ad- 
mirer l'adresse  avec  laquelle  l'auteur  surmonte  ces  difficultés , 
et  obtient^  en  dernière  analyse,  des  formules  simples,  générales 
et  élégantes.  Son  ouvrage  est  d'ailleurs  très-précieux  par  le 
nombre  et  la  beauté  des  exemples  qu'il  contient,  et  il  n'y  en  a 
peut-^tre  aucun  qui  puisse  être  plus  utile  à  ceux  qui  désirent 
«'exercer  sur  le  calcul  intégral. 

Jusqu'alors  on  avait  traité  séparément ,  et  par  des  procédés 
differens ,  les  problêmes  où  il  suffit  de  varier  une  ordonnée,  et 
ceux  quidemandent  la  variation  de  deux  ou  de  plusieurs  or^ 
données  consécutives. 

JEuler  a  remarqué  le  premier  que  tous  les  problêmes  de  qe 
genre  pouvaient  être  rappelés  à  une  même  analyse ,  parceque 
l'uniformité  qui  doit  régner  dans  les  opérations  relatives  aux 
diiférens  points  d'une  même  courbe  fait  que ,  dès  qu'on  a 
trouvé  lé  résultat  de  la  variation  d'une  ordonnée ,  la  même  ex- 
pression rapportée  à  l'ordonnée  qui  suit  immédiatement, 
donnera  aussi  le  résultat  de  la  variation  de  cette  ordonnée,  et 
ainsi  des  autres. 

Cette  remarque  a  conduit  Euler  à  un  beau  théorème ,  et  de 
la  plus  grande  utilité  dans  cette  matière;  c'est  que,  pour  trou- 
ver une  courbe  qui  ne  jouisse  d'une  propriété  de  maximum  ou 
minimum  que  parmi  toutes  les  courbes  qui  ont  une  ou  plij^ ieurs 
propriétés  connues,  il  suffit  d'ajouter  à  l'expression  de  la  prc— 
priété  qui  doit  être  un  mxucimum  ou  un  minimum  ^  celles  des 
autres  propriétés  connues, 'multipliées  chacune  par  un  coeffi- 
cient constant  et  arbitraire,  et  chercher  ensuite  la  courbe  dans 
laquelle  cette  expression  composée  sera  un  maximum  ou  un 
minimum  ehtre  toutes  les  courbes  posnbles. 

En  effet,  si  on  désigne,  comme  Euler,  par  nv^ou  simple- 
ment par  9  l'incrément  infiniment  petit  de  Tordonnée  y ,  et 
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par    P,v  la   valeur  diiFérentielle   de   la   formule    intégrale 
indéfinie  fZdx^   qui  doit   être  un  maximum  ou  un    ttu— 

nîmum ,  on  aura  P .  ta  pour  la  valeur  différentielle  de  la 
même  formule^  provenante  de  l'incrément  a>  de  Tordonnée 

suivante  j^  y  en  supposant  que  P  soit  ce  que  P  devient  lorsque 

y  devient^ ,  et  que  toutes  les  autres  variables   sont  rapportées 

à  Tordonnée  y. 

Et  l'on  aurait  de  même  P.t  pour  la  valeur  différentielle 
de  la  même  formule ,  provenante  de  l'incrément  't  de  l'or- 
donnée suivante  y  ,   on   P  est  ce  que  devient  P  lorsque  y 

devient  y  \  et  ainsi  de  suite* 

Or  en  regardant,  suivant  les  principes  du  calcul  différen- 


/  H 


tiel,  les  ordonnées j'^j^,  y,  etc.  comme  infiniment  proches, 
on  a 

y  =  y^dy  ,  y=y  +  2  d jr  +  dy ,  etc.  ; 
parconséquent  on  aura  aussi 

P  =  P  +  dP,  ^  =  P  +  adP4.<fP,etc. 

Ainsi,  en  faisant  varier  à-la-fois  les  deux  ordonnées  voisines 
y  et  y,  la  valeur  différentielle  de  fZdx  sera 

et  en  faisant  varier  le^  trois  ordonnées  yoisïnesy,y,y,  sa  va- 
leur différentielle  sera 

p  .  y  4.  (P  4- dP)  û,  4.  (P -f.  a  dP  +  d*/>  )  T, 

et  ainsi  de  suite. 
H  en  sera  de  même  de  toutes  les  autres  formules  semblables* 
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Donc ,  pouf  lés  courbes  où  la  formuleyZ^Za:  doit  être  un 
maximum  ou  un  minimum  absolu ,  on  aura  ^  en  ne  faisant  va- 
rier qu'une  ordonnée^  l'équation  P.vz=zo,  laquelle  donne 
P  =  o. 

Pour  les  courbes  où  fZ  dx  ne  doit  être  qu'un  maximum 
ou  minimum  relatif  parmi  toutes  les  courbes  qui  ont  une  pro- 
priété commune  exprimée  par  la  formule  y  Fd-r,  sionrepré-» 
sente  par  Qif  la.  valeur  difféTentielle  de  fYdx  due  à  Fincre- 
ment  if  de  y;  on  aura/  en  faisant  varier  deux  ordonnées,  et 
égalant  à  zéro  les  valeurs  différentielles  des  formules yZ il  x  et 
fYdx,  les  équations 

lesquelles  donnent  celle-ci  : 

dP        dO 

-pr— ^  =  o, 

dont  l'intégrale  est 

a  étant  une  constante  arbitraire. 

Cette  équation  est ,  comme  l'jon  voit ,  la  même  que  celle 
qu'on  trouverait  pour  le  maximum  ou  minimum  absolu  de  la 
f ormuleyz dx^ af  Ydx,  en  ne . faisant  varier  qu'une  seule 
ordoimée. 

Si  la  même  îormvXefZdx  ne  devait  être  un  maximum  ou 
im  minimum  que  dans  une  des  courbes  dans  lesquelles  deux 
autres  formules yFcî a:  etfXdx  conservent  les  mêmes  valeurs; 
on  aurait  alors  le  cas  où  il  faut  faire  varier  trois  ordonnées  suc- 
cessives ,  et  où  il  faudra  égaler  séparément  à  zéro  les  valeurs 
différentielles  des  trois  formules  dont  il  s'agit. 

Ainsi  ,  en  dénotant  par  R,v  la.  valeur  différentielle  de 
fXdx  provenante  de  l'incrément  v  ,  qu  aurait  ces  trois 
équationii 
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savoir , 

Eliminant  deux  des  quantités  v,  »,  ^,la.  troisième  s*  évanouit 
d'elle-même ,  et  on  obtient  une  équation  différentielle  du  se- 
cond ordre  entre  les  trois  variables  P,  Q,  R,  dont  parconsé- 
quent  l'intégrale  complète  renfermera  trois  constantes  arbi- 
traires. Mais  >  sans  chercher  cette  équation  différentielle,  il  est 
facile  de  s'assurer  que  l'équation 

P  +  aQ  +  bR  =  o 

satisfait  aux  trois  équations  ci-dessus ,  quelles  que  soient  les  va-> 
leurs  des  coefficiens  a,  b,  pourvu  qu'ils  soient  constans;  car 
en  multipliant  la  seconde  équation  par  a^  la  troisième  par  b, 
et  les  ajoutant  à  la  première ,  on  aura  une  équation  identique , 
en  vertu  de  l'équation  supposée;  et  comme  cette  équation 
contient  deux  constantes  arbitraires  a  et  i^  il  s'ensuit  qu'elle 
sera  nécessairement  l'intégrale  complète  de  l'équation  du  se- 
cond ordre  dont  il  s'agit  ;  et  l'on  voit  en  même  temps  qu'elle 
n'est  autre  chose  que  celle  qui  donne  le  mqgpimum  ou  minimum 
absolu  de  la  formule 

fZdx  +  afYdx  +  bfXdxl 

Au  reste ,  je  dois  observer  que ,  dans  les  premières  solutions 
qui  ont  été  données  du  problême  des  isoperimètres  par  les 
Bemoulliy  Tcdlor  etEuler  lui-même ,  la  valeur  différentielle 
de  la^f  ormule  fZdx  qui  doit  être  un  maximum  ou  un  minimum 
parmi  toutes  les. courbes  isoperimètres ,  n'est  pas  de  la  forme 

Par 
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lorsque  là  fonction  Z  contient  Tare  s  de  la  courbe^  ce  qui  est 
contraire  à  la  théorie  à'Euler  ^  qu'on  vient  d'exposer. 

Par  exemple  ^  dans  la  solution  de  Tailor ,  qui  est  une  des 
plus  simples^  si  on  y  substitue  les  dénominations  précédentes^ 
qu'on  suppose 

dZ=:Lds  +  Mdx  +  Ndy , 

et  qu'on  fasse ^  pour  abréger^  -f^  =7 ,  oh  a  cette  valeur  dif- 
férentielle 


1  11 


1 
provenante  des  variations  v  et  »  des  ordonnées^  et^  dans  les 

1  11 

trois  élémens  Zdx-^Zdx-^Z  dx ,  qui  sont  les  seuls  que 

Tailor  considère. 

Mais  je  remarque  que  cette  valeur  n'est  pas  la  valeur  différen- 
tielle complétede  la  formule  intégrale  fZ  dx;  car^  par  les  for- 
mules exactes  de  l'ouvrage  cité  ffEiUer  >  la  seule  variation  v  de 
Poidonnée^,  dans  la  formule  /Zdx,  donne  la  valeur  différentielle 

(^Ndx^d.  ^H-^fLdx)q)v, 

où  H  est  la  valeur  àe  fLd  x  ^  correspondante  à  une  abscisse 
donnée  a,  pour  laquelle  fZdx  doit  être  un  maximum  ou  un 
minimum*  Desorte  que ,  pour  les  deux  variations  simultanées 
y  et  fi)  ^  la  vraie  valeur  différentielle  sera 

(^Ndx-^d.  {H—fLdx)q)¥ 

+  {Ndx  —  d.  (^H'^fLdx)q)a^: 
On  voit  d'abord  par  \k  que  la  valeur  différentielle  de  Tailor 


•N 
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donnerait  une  solution  fausse ,  si  on  voulait  remployer  à  trou-* 
yer  la  courbe  dans  laquelle  fZdx  serait  un  maximum  ou  ua 
minimum  entre  toutes  les  courbes  possibles ,  dan«  lequel  cas  il 
suffit  d*avoir  égard  à  la  variation  d*une  seule  ordonnée  ;  car  en 
égalant  à  zéro  cette  -valeur  différentielle^  et  supposant  0  nul  > 
en  aurait  Véqutftion 

tandis  que  la  solution  d^Euler  donnerait 

Ndx—d.  {H  —  fLdx)qz=io, 

qui  est  la  véritable  équation  du  problême. 

Dans  le  cas  des  isoperimétres ,  il  arrive  néanmoins  que  les  deux 
solutions  8*accordent  ;  car  alors  la  propriété  commune  de» 
courbes  est  Tare  s ,  c'est-à-dire  la  formule  / 1/  (  dx^  -f  rfy*  ) , 

^^  f^  (  1  *+  P*  )  ^^  >  ®°  faisant  p  =  -^  ;  ainsi  on  a  de  plus 

la  formule  fYdx  où  Y z=z\/  (i-f-p»),  dont  la  valeur 
différentielle  doit  être  nulle  ^  en  même  temps  que  celle  de 
fZdx. 

Or  par  la  construction  et  Tanalyse  de  Tailor,  on  a  pour 
eette  formule  ^  la  valeur  différentielle 

et  par  les  formules  de  l'ouvrage  d'Euler ,  on  a  de  même 
— dq,y  pour  la  valeur  différentielle  due  à  la  seule  variation  v  ; 
desorte  que ,  pour  les  deux  variations  v  et  1»  ^  on  aura  éga- 
lement 

'•'^dq.v-^dq.cs. 

Ainsi ^  suivant  Tailor  ^  on  doit  avoir  ^  dans  ce  cas,  les  deux 
équations 

1 
dq.f^dq,m^:zLO  ^ 
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lesquelles  donnent,  par  l'élimination  de  r  et  c^,  celle^i  : 


1  II 


t  •  f 

savoir ,  en  substituant  N  +  ^^  poïir  N  ^  L'\-  dL  pour  L , 

I  11  • 

dq  +  d^q  pour  dq  et  q^  adq  -f-  d^q  pour  q  «  et  effaçant  ce 

qui  se  détruit, 

as  ft 

iVa^  +  ^^9  ""  4A^dç  —  dLqdq  —  aWç 
-^  adLdq'-^Ldqdq'^dLdqdq=zo, 

Mais  les  trois  derniers  termes  sont  du  troisième  ordre ,  tandis 
que  les  premiers  ne  sont  que  du  second  ;  ainsi,  en  rejetant  les 
trois  derniers  comme  infiniment  petits  vis-à-vis  des  autres, 
on  a  simplement  l'équation  du  second  ordre 

Ndq^Lqdq  —  dNdq  —  dLqdq  —  ^Ldq  ==  o, 

comme  Tailor  le  trouve.  ^ 

Suivant  Euler,  les  deux  équations  seraiejQut 

iNdx  —  d.iH,'^fLdx)q)v 

dq.v-j^dq.azzzo. 
Mais 

d.{H^JLdx)q7=z^Lqdx  +  iH^JZdx)dq, 
et 

d.iH—jidx)q  —  r-iqdjp+(ff—/)^^ 

+  (H—fIidxydq^Ldxdq, 

•  •  ,1 

i  cause  de 

JLdx  :=: /Ldx  ^  Ldx. 

1         1     II 
Donc,  en  observant  que  q-^dg'zsq,  la  premièra  équation 

devieojt^ 
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UN+Lq)dx—(H—/Ldx)dq)9 

laqnelle ,  en  vertu  de  la  seconde ,  se  réduit  à  celle-ci  : 


qui  est  la  même  que  celle  de  Taihr.  Ainsi ,  comme  les  deux 
autres  équations  s'accordent  aussi ,  le  résultat  doit  être  né- 
cessairement le  même. 

£n  effet  y  suivant  le  théorème  d*Eulery  en  ne  considérant 
que  la  seule  variation  k  ,  on  a  tout  de  suite  Téquation 

a  étant  une  constante  arbitraire: 

Cette  équation  est  Tintégrale  première  de  celle  de  Tailor; 
car  si  on  la  réduit  à  la  forme 

J\yir  — <H-f-a — /Ldx)  dq  +  L<jdx  :=z  o , 

qu'on  la  différentie  après  l'avoir  divisée  par  dq,  et  qu'on  fasse 
ensuite  disparaître  les  dénominateurs,  on  trouvera  l'équation 
de  Tailor. \ 

On  pourrait  faire  des  remarques  semblables  sur  les  solutions 
des  Bemoulli ,  et  sur  celles  d'Euter ,  dans  les  tomes  YI  et  YIII 
des  Anciens  Commentaires  de  Pétersbourg.  Mais  dans  l'état 
actuel  de  l'analyse ,  on  peut  regarder  ces  discussions  comme 
inutiles  y  parcequ'elles  reganlent  des  méthodes  oubliées ,  comme 
ayant  fait  place  à  d'autres  plus  simples  et  plus  générales.  Ce- 
pendant eUes  peuvent  avoir  encore  quelqu'intérêt  pour  ceux 
qui  aiment  à  suivre  pas  à  pas  les  progrès  de  l'analyse  ^  et  à  voir 
comment  les  méthodes  simples  et  générales  naissent  des  ques- 
^ons  partictdières  et  des  procédés  indirects  et  compliqués. 

'/ouvrage  dEuler,  que  nous  atons  cité^  n'aurait  rien  laiasi 
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a  defiirer  sur  les  problêmes  relatifs  aux  courbes  qui  jouissent  de 
quelque  propriété  de  maximum  ou  minimum ,  s*il  avait  pour 
base  une  analyse  plus  conforme  à  Tesprit  du  calcul  différent 
tiel.  Mais  la  décomposition  que  l'auteur  y  fait  des  différen- 
tielles et  des  intégrales  dans  leurs  éiémens  primitifs ,  détruit  le 
mécanisme  de  ce  calcul ,  et  lui  fait  perdre  ses  principaux  avan- 
tages ^  la  simplicité  et  la  généralité  de  son  algorithme. 

Il  restait  donc  à  trouver  la  manière  de  plier  le  calcul  dif- 
férentiel à  ce  genre  de  problêmes  qui  sont  essentiellement  de 
son  ressort ,  et  de  les  résoudre  sans  s*écarter  de  la  marche 
simple  et  uniforme  de  ce  calcul.  Cet  objet  a  été  rempli  par 
la  méthode  des  variations ,  publiée  dans  le  second  tome  des 
Mémoires  de  V Académie  de  Turin.  Comme  cette  méthode 
est  exposée  dans  la  plupart  des  Traités  de  calcul  différentiel 
qui  ont  paru  depuis  y  nous  nous  contenterons  d'en  donner  ici 
les  principes. 

Elle  consiste  à  faire  varier  les  y  dans  la  formule  intégrale 
en  X  et  ^ ,  qui  doit  être  un  maximum  ou  un  minimum ,  par 
des  diff érentiations  ordinaires ,  mais  relatives  à  une  autre  ca- 
ractéristique <r  différente  de  la  caractéristique  ordinaire  d,  et 
à  déterminer  la  valeur  différentielle  delà  formula  par  rapport  à 
c^e  nouvelle  caractéristique  ^  en  transposant  le  signe  ^aprèslee 
signes  d  et  f  lorsqu'il  se  trouve  placé  avant  ^  et  en  faisant 
ensuite  disparaître  par  des  intégrations  par  parties  les  diffé-r 
rentielles  de  Xy  sous  les  signes  /. 

Soit  la  formule  fZ  qui  doive  être  un  mxiximum  ou  mi" 
nimum  entre  des  Umites  données^  la  quantité  Z  étant  una 
fonction  donnée  de  x ,  y,  dy,  dy ,  etc.  En  supposant  djp 
constant ,  on  aura  «f  ./Z  pour  la  valeur  différentielle  qui  doit 
être  nulle  dans  le  maximum  ou  minimum  ;  donc  ^ 

«P./Z  =  o, 

équation  qui  se  transforme  tout  de  suite  en  , 
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Supposons  qa*en  diSerentiant  à  la  manière  ordinaire ,  mais 
suivant  la  caractéristique  /^  et  ne  faisant  varier  que  les  y , 
dy ,  etc.  on  ait 

fZ  =  my  +  Pidy  +  QSdy  +  etc.  ; 

on  aura  l'équation 

/ATcTy  +  fP^dy  +  fQSJ^y  +  etc.  =  o. 

Or  fPfdy  se  transforme  d'abord  en  fPdSy,  et  ensuite  en  inté- 
grant par  parties^  en  P^y — fàPiy- 

De^même  fQfê^y  se  transforme  d'abord  en  fQd^Sy^  ensuite 
en  QdSy  —  dQSy  'j-Jd'^QS'y ,  et  ainsi  des  autres. 

Donc  en  ajoutant  une  constante  quelconque  K  à  ces  intégra- 
tions^ l'équation  deviendra 

pjy  -j-  QdSy  ^  dQSy  +  etc.  +  K 

Comme  toutes  lès  différentielles  dé  fy  ont  disparu  de  dessous 
lé  signé  fy  cette  partie  n'est  plus  susceptible  d*aucune  réduc- 
tion. Amsi^  pour  vérifier  l'équation  indépendaihiiient  des  va- 
riations Jy  >  11  faudra  d'abord  égaler  à  zéro  le  icoei&tient  des 
Sy  mns  le  signe ,  ce  qui  donnera  l'ét^ùation 

JV  —  dp -I- c/aQ  —  etc.  =s  o , 

laquelle  devra  avoir  lieu  indéfiniment  pour  toutes  les  valeurs 
de  a;  et  jf  comprises  entre  les  limites  données. 

Cette  équation  est  en  d'autres  termes  celle  qu'£uZer  a  trouvée 
le  premier  pour  le  maximum  ou  le  minimnm  de  la  formule 

intégrale  fZdx.  Euler  fait  -^^ip^  ^  ^^  ^  '  ®*^*  *  ®^^^  ^"P'' 
pose    Z   fonction   de  x,y,  p^  g  ^   etc^    telle    qu'on    ait 
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^.cuc  la  différentiation 

dZ=  Mdx  +  TSdy  +  Pdp  +  Çdç  +  etc. 

Il  fait  ensuite  varier  Fordonnée  y  de  la  ligne  infiniment  pe-« 
tite  m  ;  et  en  regardant  la  formule  fZdx  comme  Taire  d'une 
nouvelle  coiu-be  dont  Z  serait  l'ordonnée  .>  il  trouve  pour  la 
valeur  différentielle  de  cette  aire  y  la  formule 

d'où  il  tire  l'équation 

.,      dp   ^   d^Q        ^ 

qui  coïncide  avec  la  précédente. 
Notre  méthode  donne  de  plus  l'équation  déterminée 

(P  _  dQ  +  etc.  )  Jy  +  Qd^y  +  etc.  +  /iC  =  o , 

laquelle  doit  avoir  lieu  dans  les  deux  limites  entre  lesquelles 
la  formule  fZdx  doit  être  im  maximum  ou  un  minimum. 

Désignons  par  j^o,  Po>  Qo>  etc-  les  valeurs  de^ ,  P>Qi  etc. 
à  la  première  limite  où  x  est  par  exemple  égale  à  a  ^  et  par 
yiy  Pi,  Qi>  etc.  leurs  valeurs  à  l'autre  limite  où  x  serait 
égal  à  6  ;  on  aura  ainsi  les  deux  équations 

(P.  — dQo+etc.)cryo+QodJyo  +  etc. +  A  =  o, 
{Px  —  dQi  +  etc.  )  cTy,  +  QidS'y,  +  etc.  +  /iC  =  o , 

La  première  donnera  la  valeur  de  la  constante  K ,  laquelle 
étant  substituée  dans  la  seconde,  donne 

(Pi  —  dQ^  +  etc.  )  Sy,  +  Q.dUy,  +  etc. 
—  (Po  — dÇo  — etc.  )  jyo— ÇodJyo— etc.  =  o, 

équation  qui  reste  encore  à  vérifier  pour  la  solution  com- 
plète du  problême. 
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Si  le«  râleurs  de  jo  tty^ ,  amsi  que  celles  de  -^,  -^ ,  etc: 

sont  censées  données,  leurs  yariations  seront  nulles,  et  tous 
les  termes  de  l'équation  précédente  s'en  iront  d'eux-*mêmes  ; 
c'est  le  cas  de  l'analyse  à!Euler. 

Si  toutes  ces  valeurs  ou  seulement  quelques-unes  sont  in- 
déterminées ,  ou  s'il  y  a  entr^elles  des  relations  données  par 
la  nature  du  problême,  alors  après  avoir  eiFacé  les  variations 
qui  doivent  être  nulles ,  et  réduit  les  autres  au  plus  petit 
nombre  possible ,  il  faudra  faire  disparaître  les  variations  res- 
tantes en  égalant  leurs  coelEciens  à  zéro  ;  ce  qui  donnera  au* 
tant  d'équations  auxt^uelles  on  satisfera  par  le  moyen  des 
constantes  arbitraires  que  les  (^érentes  intégrations  intro- 
duiront dans  l'équation  du  problême.  Voyez  là-dessus  le  se- 
cond et  le  quatrième  V[olumesdes  Mémoires  de  Turin,  et  les  dif^ 
férens  ouvrages  de  Calcul  intégral  où  cette  théorie  est  exposée^ 
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LEÇON  VINGT-DEUXIÈME. 

Continuatioii  de  la  Leçon  précédente. 

Méthode  des  Dariatîons ,  déduite  de  la  consi^ 

dération  des  /onctions. 

Xja  méthode  des  variations^  fondée  sur  Temploî  et  la  com- 
binaison des  caractéristiques  d  et  *r  qui  répondent  à  des  diSFé- 
rentiations  différentes ,  ne  laissait  rien  à  désirer  ;  mais  cette 
méthode  ayant  comme  le  calcul  différentiel ,  la  supposition 
des  infiniment  petits  pour  base ,  il  était  nécessaire  de  la  pré- 
senter sous  un  autre  point  de  vue  pour  la  lier  au  Calcul  des 
fonctions  :  c'est  ce  que  j*ai  déjà  fait  dans  la  Théorie  des 
Fondions  ;  mais  je  vais  reprendre  ici  cet  objets  pour  le  traiter 
d'une  manière  plus  directe  et  plus  complète. 

Lorsqu'une  fonction  donnée  de  plusieurs  variables  et  de 
leurs  dérivées  ne  satisfait  pas  aux  conditions  que  nous  avons 
trouvées  dans  la  leçon  précédente ,  elle  ne  peut  pas  avoir  une 
fonction  primitive ,  à  moins  qu'il  n'y  ait  des  relations  établies 
entre  ces  variables,  de  manière  qu'il  n'y  reste  qu'une  seule 
variable  indéterminée  ;  et  les  questions  de  maximis  et  de  mf- 
nimis  dont  il  s'agit  ici  y  consistent  à  trouver  des  relations  telles 
que  la  fonction  primitive  qui  en  résultera  y  soit  un  maximum 
ou  un  minimum  entre  des  limites  données;  c'est-à-dire  entre 
des  valeurs  données  de  la  variable  qui  demeurera  indéterminée. 

On  voit  d'abord  que  cette  question  dépend  nécessairement 
de  ce  que  la  fonction  primitive  ne  puisse  avoir  lieu  sans  une 
relation  entre  les  variables  ;  car  si  elle  pouvait  être  une  fonction 
âéterminéç  des  différentes  variables  et  de  leurs  dérivées ,  elle 
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ne  serait  plus  susceptible  que  des  maxima  ou  rrUnima  au  genre 
ordinaire^  relativement  à  chacune  des  variables  et  de  leurs 
dérivées  considérées  comme  des  variables  particulières. 

Considérons  donc  une  fonction  quelconque  dex,y,  y,  y",  etc. 
que  nous  désignerons  par  F",  et  que  nous  supposerons  n'avoir 
point  de  fonction  primitive  dans  Tétat  où  elle  est  ;  pour  qu'elle 
en  ait  une ,  il  faudra  supposer  y^=z^x',  et  pour  que  la  fonc* 
tion  primitive  qui  en  résulte,  et  que  nous  dénoterons  par  U, 
soit  un  maximum  ou  un  minimum  entre  des  limites  données 
qui  répondent  à  des  valeurs  données  de  x^  il  faudra  qu'en 
faisant  varier  tant  soit  peu  la  fonction  fx ,  la  valeur  de  la 
fonction  U ,  prise  entre  ces  limites  ,  diminue  dans  le  cas  du 
maximum ,  et  augmente  dans  le  cas  du  minimum. 

Supposons  que  l'expression  de  y  soit,  en  général,  une  fonc- 
tion de  a;  et  i,  que  nous  représenterons  par  ^(^x ,  i) ,  et  qui 
soit  telle  qu'elle  devienne  ^x  lorsque  £  =  o. 

La  fonction  V  deviendra  aussi  une  fonction  de  x  et  i, 
et  pour  qu'elle  soit  un  mtiximum  ou  un  minimum ,  il  faudra 
qu'en  donnant  à  i  une  valeur  quelconque  très-petite ,  et  sup- 
posant d'ailleurs  la  composition  de  la  fonction  ç  (^x,  i)  arbi- 
traire par  rapport  à.  i,  elle  ait  une  valeur  moindre  dans 
le  cas  du  maximum ,  et  plus  grande  dans  le  cas  du  minimum 
que  lorsque  i  =  o.  Si  on  développe  cette  fonction  suivafit  les 
puissances  de  i ,  elle  deviendra 


i»  ..  .     P 


V  +  iU+'^V'i =l/-f.etc. 

a  2.0 

en  indiquant  par  des  points  les  fonctions  dérivées  par  rapport 
à  i  y  dans  lesquelles  il  faut  faire ,  après  la  dérivation  i  =  o , 
comme  on  Ta  vu  dans  la  leçon  neuvième. 

Ainsi  l'accroissement  de  l/,  à  raison  de  la  quantité  i,  sera 
exprimée  par  les  termes 

i»  ..         £5    .-. 
iLr+- 1/  +  — =Lr  +  etc. 
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et  il  faudra  pour  le  maximum  que  la  sotnme  de  ces  termes 
ait  une  valeur  négative ,  et  pour  le  minimum  que  sa  valeur 
soit  positive^  i  étant  une  quantité  quelconque  très- petite  et 
indépendante  de  x. 

On  a  prouvé  dans  la  leçon  citée,  qu'on  peut  toujours  donner 

à  i  une  valeur  assez  petite  pour  que  le  premier  terme  i  U  sur- 
passe la  somme  de  tous  les  suivans  ;  d*où  il  suit  qu'alors  Tac- 

froissement  de  U  aura  le  même  signe  que  le  terme  iU  \  mais 
il  est  visible  que  ce  terme  change  de  signe  avec  la  quantité  i 
qui  n*7  est  qu  a  la  première  dimension  ',  donc  il  est  impossible 
que  Taccroissement  de  U  soit  constamment  positif  ou  négatif 
en  donnant  à  i  des  valeurs  quelconques  très-petites ,  à  moins 

que  le  premier  terme  iÙ  du  développement  de  U  ne  dispa- 

raisse ,  ce  qui  donne  d*abord  la  condition  U  =  o  ^  qui  est 
comme  l'on  voit ,  commune  aux  maxima  et  aux  minima. 


Cette  condition  étant  remplie,  l'accroissement  de  Use  réduira 

à  —  r/-l =  U  +  etc.  ;  et  par  un  raisonnement  semblable  à 

celui  que  nous  venons  de  faire ,  on  pourra  prouver  aussi  que 

le  premier  terme  —  Û  devra  être  positif  ou  négatif  pour  que 

la  variation  soit  positive  ou  négative  ;  mais  ce  terme  étant  mul- 
tiplié par  le  quarré  de  i ,  il  est  clair  que  son  signe  sera  indé- 
pendant de  i ,  et  ne  dépendra  que  de  celui  de  la  quantité  U, 
laquelle  devra  donc  être  toujours  négative  dans  le  cas  du 
maximum ,  et  positive  dans  le  cas  du  minimum  ;  ce  qui  con- 
tient le  caractère  qui  distingue  les  maxima  des  minima. 

Telle  est  la  théorie  générale  des  jnaxima  et  minimà  que 
nous  avons  cru  devoir  rappeler  ici  pour  ne  rien  laisser  à  dé- 
sirer. 

Dans  les  questions  ordinaires ,  la  quantité  U  qui  doit  être 
un  maximum  ou  un  minimum  est  une  fonction  donnée  de  x , 


! 
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et  les  denrées  Û,  If,  etc.  sont  prises  par  rapport  à  x  ;  alors 

réquation  ï7=o  devient  r/'=o,  et  donne  la  valeur  de  ^;  en- 
suite le  signe  de  U"  distingue  le  maximum  du  minimum, 

Dan#  les  questions  dont  il  s'agit  ici ,  la  fonction  U  n'est 
donnée  que  par  sa  fonction  dérivée  ^;  la  fonction  px  est  l'in- 
connue, et  les  dérivées  U,  U ,  etc.  sont  censées  prises  par 
rapport  à  la  quantité  i  qu'on  suppose  contenue  dans  la  fonc- 
tion ^(x,i).  Ainsi  la  difficulté  consiste  à  déduire  ces  dérivée» 
de  la  fonction  donnée  F'. 

Or  y  étant  ^x,  lorsque  çx  devient  fÇx  y  i) ,  y  deviendra 


i*  ••       i^   •• 


en  dénotant ,  commme  plus  haut ,  par  des  points  les  fonctions 
dérivées  par  rapporta  i  y  dans  lesquelles  on  fait  ensuite  £=Oy 
desorte  que  ces  fonctions  deviennent  de  simples  fonctions 
àe  Xy  qui  peuvent  même  avoir  une  valeur  quelconque ,  par- 
ceque  la  composition  de  la  fonction  ^ix ^  i)  est  supposée 
arbitraire  par  rapport  à  L 

Ainsi  en  prenant  les  fonctions  dérivées  par  rapport  k  Xy'û 
est  clair  que  j/  deviendra  pareillement 

et  y  deviendra  de  même 


?. 


y  +  ÎV'  +  jy'  +  etc., 

et  ainsi  de  suite. 

Faisant  ces  substitutions  à  la  place  des  quantités  j^,^'^ y  ^  etc. 
dans  la  fonction  donnée  F',  et  développant  ensuite  les  puis- 
sances de  i^  cette  fonction  deviendra 
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et  par  la  théorie  des  fonctions  dérivées ,  exposée  dans  les  pre-- 

mières  leçons  ^  il  est  facile  de  conclure  que  la  quantité  V  qui 
étant  multipliée  par  i  forme  le  premier  terme  du  développe- 
ment, sera  la  fonction  dérivée  de  >^en  y  supposant  x  constaiït,et 
y  i  y,  y",  etc.  des  variables  indépendantes  dont  les  fonctions 

dérivées  soient  respectivement  y ,  y',  y ,  etc.  De  même  /\ 
sera  sa  fonction  dérivée  du  second  ordre ,  prise  relativement 

aux  mêmes  variables ,  et  en  supposant  que^,y^,  j^,  etc.  soient 
les  fonctions  secondes  àe  y^y^yy  etc. ,  et  ainsi  de  suite. 

Nous  appellerons  en  général  variations  du  premier  ordre , 
du  second ,  etc.  ces  dérivées  marquées  par  des  points  et  relatives 
i  la  quantité  i,  dans  lesquelles  cette  quantité  est  supposée 

nulle.  Ainsi  j^  sera  la  variation  du  premier  ordre  àey,y^  sera 

la  dérivée  ordinaire  de  cette  variation,  y  sera  la  variation  du 

'  •      •  • 

second  ordre  de  ^ ,  et  ainsi  de  suite.  De  même ,  /^,  V^  etc; 

seront  les  variations  du  premier    ordre ,    du  second ,    etc. 

de  V\  et  Uy  U ,  etc.  seront  ausssi  les  variations  du  pre- 
mier ,  du  second  ordre ,  etc.  de  U.  Et  pour  former  ces  va- 
riations, on  suivra  les  mêmes  règles  que  pour  les  fonctions 
dérivées  ordinaires. 

Ainsi  en  faisant 

V—f(^x,y,y,f,  etc.) , 

•n  aura,  suivant  la  notation  employée  dans  ces  leçons ^ 

^=i/'Cy)  +>'/(/)  +ir  Cy")  +  etc. 

n  est  visible  que  cette  fonction  V  est  la  même  chose  que 

celle  que  nous  avons  désignée  par  /^au  commencement  de  la 
1  eçon  précédente,  en  changeant  seulement  y  en  (v,  parceque 
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nous  av^ns  supposé  alors  queTaccroissementcle^  était  repré^ 
fiente  simplement  par  i&. 

Maintenant  puisque  U  est  supposé  la  fonction  primitive 
de  ^ en  y  faisant^  =  ^a:,  quelle  que  soit  la  fonction  ça:, 
elle  le  sera  aussi  en  faisant  y=^^  (  o;^  £  ).  Dans  ce  cas ,  nous 

avons  vu  que  U  devient  t/-f-iï7-J ^  +  etc. ,  et  ^  de- 

•        £•  •  • 
vient  ^4-  iP^'\ /^^+  etc.  ;    desorte  que  comme  i  peut  être 

une  quantité  quelconque  ,  il  faudra  que  les  variations  U^ 
il,  etc.  soient  respectivement  aussi  les  fonctions  primitives 
des  variations  /^,  f^,  etc.  ;  ainsi  on  aura 

î/'  =zr,   ij'  =  f^,  etc. 
La  condition  du  niaximum  ou  minimum  consiste  donc  en 
ce  que  la  fonction  primitive  de  /^soit  nulle,  quelle  que  soit 
la  valeur  de  y.  Or  si ,  pour  plus  de  simplicité ,  on  représente 
ia  valeur  de  P^  par  la  formule 

V 

iNîy  +  ^  +  Qy"  +  «y"  +  etc. , 

et  qu*on  emploie  relativement  aux  dérivées  de  y  les  transfor* 
mations  qu'on  a  enseignées  au  commencement  de  la  leçon 
précédente ,  relativement  aux  dérivées  de  «  dans  l'expression 

de  ^ ,  et  dont  l'objet  est  de  réduire  à  des  fonctions  dérivées 

exactes  tous  les  termes  qui  contiennent  des  dérivéel  dej^,  on 
aura  cette  transformée 

+(i>j;y-(eiy  +  (fl''jry_etc. 


+  (fi/y— etc. 
•te. 
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OÙ  Ton  Toit  que  tous  les  termes  ,  à  l'exception  de  ceux 
qui  forment  la  première  ligne ,  sont  des  fonctions  dérivées 
exactes ,   desorte  que  leurs  fonctions  primitives  sont  connues 

et  déterminées  ,  quelle  que  soit  la  quantité  j^;  au  contraire, 

les  termes  de  la  première  ligne  étant  tous  multipliés  pary  ne 
peuvent  avoir    de  fonction    primitive  ,    à  moins  qu'on    ne 

donne  à  la  variation  y  des  valeurs  particulières.  Donc  comme 
cette  variation  doit  demeurer  indéterminée ,  il  sera  impossible 

que  la  fonction  primitive  de  J^  devienne  nulle ,  à  moins  que 

la  première  ligne  de  l'expression  de  /^  ne  disparaisse  ,  ce  qui 

donnera  l'équation  indépendante  de^.     ^ 

iV^P'^.  Ç^_/r  + etc.  =  o. 

C'est  l'équation  qui  contient  la  relation  nécessaire  entre  les 
variables  xety  pour  l'existence  du  maximum  ou  minimum , 
et  que  nous  appellerons  équation  générale  du  maximum  ou 
TTU/timum.'En  géométrie,  c'est  l'équation  de  la  courbe  qui 
jouît  de  la  propriété  de  maximum  ou  minimum.  Il  est  facile 
de  voir  que  cette  équation  sera  en  général  de  l'ordre  zn ,  si 
la  fonction  proposée  /^  est  de  l'ordre  n,  c'est-à-dire  si  elle 
contient  la  dérivée  j^C")*  desorte  que  son  équation  primitive 
en  X  et  jr  contiendb'a  2271  constantes  arbitraires. 

La  prensière  ligne  de  la  valeur  de  F'  ayant  disparu  ,  on 
aura  en  prenant  la  fonction  primitive  de  f^, 

I7=(i>— Ç'+iR*  — etc.)^ 

+  (/l~etc.)y' 
etc. 

la  quantité  K  étant  une  constante  arbitraire. 
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Cette  fonction  ayant  maintenant  une  valeur  déterminée  , 
pour  que  cette  valeur  «oit  nulle  entre  les  limites  données  ,  il 
faudra  que  la  dilFérence  des  valeurs  qai  répondent  à  ces  li- 
mites,  soit  nulle. 

Désignons  par  Ût^  et  Ût ,  les  valeurs  de  Û  qui  répondent 
à  la  première  et  à  la  seconde  limite  ,  dans  lesquelles  x  aura 
des  valeurs  données ,  et  représentons  de  la  même  manière  les 
valeurs  des  autres  quantités  dans  ces  limites  ;  on  aura  cette 

équation  particulière  aux  limites  l/,  —  l/'.zrio;  savoir,    •     . 

+  (9.— fl'.  +  etc.)i^. 

+  (  il.  — etc.)  y', 
etc. 

—  (P,—  Ç'.  +  fl''o~etc.)y, 

—  (Qo  — /To  +  etc.)]^. 

—  iR»  —  etc.  )^, 
etc. 

s=  o.- 

à  laquelle  on  devra  satisfaire  comme  aux  équations  pour  les 
maxima  et  minima  du  genre  ordinaire  \  et  les  conditions  qui 
en  résulteront  serviront  à  déterminer  les  constantes  arbitraire; 
que  la  valeur  de  j^  en  x  pourra  admettre. 

Siles  valeurs  de  ^,j^,j'",  etc.  étaient  supposées  données  aux 

deuxlimites,  alorsil  est  visible  que  les  variationsj^o ,  yo  >  JK*o ,  etc. 

** y**J*>  y"^ >  ®*^*  seraient  nulles  à-la-fois  ;  parconséquent 
l'équation  ayant  Heu  d'elle-même ,  ne  donnerait  aucune  con- 
dition à  remplir. 

Si  au  contraire  aucune  de  ces  valeurs  n'était  donnée ,  alors 
il  faudifUt  égaler  séparément  à  zéro  tous  les  coeilicîens  de  ces 

mémei 
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mêmes  varlatloiis  ^  ce  qui  donnerait  autant  d'éqnationd  rela* 
tives  à  chacune  des  deux  limites. 

Mais  il  arrive  le  plus  souvent  que  les  valeurs  de  y  et  dé 
ses  dérivées  aux  deux  limites  ne  so*>t  ni  toutes  dontiéea 
ni  toutes  arbitraires  ,  mais  qu'il  y  a  entre  elles'  des  relations 
données  par  la  nature,  du  problème.    Alors  il  faudra  par  le 

moyen  de  ces  relations,  réduire  le»  variations  j^,  ^',  y",  etc. 
dans  les  deux  limites'  au  plus  petit  nombre  possible  y  et 
égaler  à  zéro  les  coeificiens  de  celles  qui  demeureront  indé^ 
terminées. 

I 

■ 

L*équatiôn  générale 

2\r  — P'-}-0''-.etç.=o    ' 

X.  ,  ..      . 

que  noiis  venons  de  trouver  pour  le  mctaffimum  û\ir  minimurti 
de  la  fonction  primitivedef^,  est ,  comme  Ton  voit  y  la  même 
que  celle  que  nous  avons  trouvée  dans  la  leçon  précédeïité 
pour  l'existence  de  cette  fonctidh  ,  indépendamment  d'aucuna 
relation  entre  les  variables. 

On  voit  maintenant  la  raison  de  cette  identité  des  formules 
par  la  conformité  des  opérations  analytiques  dans  les  deux  cas. 

Il  est  d'ailleurs  évident  que  lorsque  la  fonction  /^est  d'elle- 
même  une  dérivée  exacte ,  sa  fonction  primitive  est  une  fôncr» 
tion  déterminée  de.  a: ,  j^.,  y ,  y" y  etc.  qui  doit  alors  être  rap- 
portée aux  dçux  limites ,  de  manière  que  l'équation 


i^H 


A^— -P'  +  Ç"  — etc.=o 

ne  doit  plus  donner  de  relation  entre  x  et  y,  et  parooiiséf» 
quent  doit  se  vérifier  d'elle-même.  .r  ...  , 

C!est  par  cette  considération  qaEuler  a  trouvé  le  premier 
cette  même  équation,  ou  plutôt  Téquation  équivalente 

'    .-      âP  ■     d»0  ■ 


dx    *^  dx^ 


é 


Ff 
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pour  la  condition  derintégrabilité  de  lafoilnale  Zàx.  Condor^ 
cet  a  observé  ensuite  que  si  la  formiile  fZâx  était  intégrable  , 
il  fallait  qua  la  variation  ifZdx  U  fût  aussi;  et  de  là  il  a 
conclu  que  \^$  équation^  d^  condition  pouT  Tintégrabilité»  de^ 
vaienit  %tm  lets  n^êquQs  que  les  équations  entre  lea  variabl^a 
Ijpur  }e«  maadmcL  e>X  minime.  Notre  analysa  na  doit  rien  laiMav 
i  désirer  sur  cçt  objet. 

Nous  avons  supposé  jusqu'ici  que  la  vanation  de  x  était 
x^uUft  '>  c'est  caquî  a  toujours  lieu  lorsque  laa  limitea  sont  fixes } 
mais  comme  dans  la  plupart  des  cas  les  limites  aont  va-» 
riables^  il  est  bon  de  voir  ce  que  doit  donner  la  variation 
de  X. 

Pour  cela ,  il  suffit  de  considérer  que  la  fonction  U  étant 

oenaée  wq  £oAçti(M»  d«  a?,  si  on  £ait  «roitre  a?  da  ix  »  Tac* 
eroissemeAt^.  U  s^era,  cojnme  on  Ta  vu  dans  les  premières 
leçons. 


..  -,.  .  i*x^ 


ia;C/'+-ni7''  +  ttc. 
a 

Or  IJ^  '=!;V  par  l'hypothèse  \  donc 

et  ainsi  de  saita. 

Donc  pour  avoir  Taccroîssement  de  U  dans  ce  cas  ,  il  suf- 

•     •  • 
iira  d'ajouter  respectivement  aux  variations  U,  U ,   etc. ,   les 

termes  xF',  x*^*,  etc.    Ainsi  comme  ^=  U\  il  faudra 

ajouter  à  la  valant  de  f^  trouvée  dans  Thypothèsa  où  x  na 

varie  pas,  le  terme  (/^y. 

^  Mais  con^mç  la  variation  de  x  influe  aussi,  sur  celle  de  y  en 
tant  que  cette  quantité  est  fonction  de  x,  il  faudra,  dans  ce  cas, 
xetranch«r  de  celle-ci  ce  qui  est  dû  à  la  variation  de  a? ,  dont 
nous  venons  de  déterminer  Teffet  total  sur  les  variations  de  Uf 
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Eo  tfflTetj  on  «  tu  ei-de88U8  (p^ey  éunt^x,  lorsque  '<^x 

•^  ... 

devient  f  («  >  0  *  ^  dcTient^  -f-  jy  -f-  — j^  -f.  ®*tÇ  Or  x  deye^ 
nsait  en  tnm^  tepips  x^ix^y  4evie^  f^.  }^.. 


•>    1  <    «   » 


y^iay  +—y  +etc. 
De  la  même  manière  ^  y  qui  est  aussi  fonction  dex,  de^neodra 


tty  deviendra 


•  •      .  •  •  •       i^x^  •  •/, 

y-ir  pj  +  —y  +  etc. 


Donc  Taccroissement  t^bû  à/^  y  «e»  exprimé  par 

«  ♦  *        • 

où  Ton  Yoitqi»i^j^rf^ày',y+a^-+'i^%  ^te,  «ffitUi  vtH 
riations  t^^tal^ç  de  y ,  dans  I^  ç^s  çà  Tq»  4  og»rd  à  la  y vi^- 

tion  a;  de  a;.     • 

Désignant ,  pour  un  moment ,   ces  variations  par  (^  )  y 

(y),  etc.  ;  pour  les  distinguer  des  variations  y,  jr,  etc.  qui 

ont  lieu  lor^ue  x  est  uuUq  >  on  aura 


•  •  ^       *  »  *!■  ••*  ...« 


y+icy=(y),    y  +  axy'+afy'==:(y),  etc.; 
donc  .  .  .,  , 

«t  prepant  les  dérivées  par  rapport  à.  x, 

"     y  =  ((>)~x/y,   j-«^((j-)-V/,etc; 


i      #•' 
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Ce  sont'  les  Talenrs  qu  il  faudra  substituer  à  la  place  âm 

y>J*j*  etc.  dans  la  yariation  /éprise  en  regardant  x  comm« 
inyariable.  Donc  si  on  a  égard  à  la  variation  de  x^  Texpres* 

•ion  de  r  troutée  ci-dessus,  deviendra,  en  mettant  simple^ 

laent^  au  lieu  de  (j')> 

Ainsi  les  termes  de  la  transformée  ;  qiii  seront  multipliés  pstf 

les  variations  y  et  a; ,  sans  êtr«  des  dérivées  exactes .  séTonS 
•   «mpleme»t  >  - 

( iV-P'  +  Ç"  _ «•+  etc.  )  (^  -y  i)  ; 
tl*où  Ton  Toit  que  Téquation  générale 

iV— 1>'  +  Q'  — /r+etc.  =  o  . 

trouvée  d*après  la  seule  variation  de  jf,  satisfait  en  mém« 
temps  à  la  variation  de  x.  Donc  cette  variation  n'influera 

que  sur  l'équation  ^xùL  limites  C^i— -  ITo^o^  dans  laquelle  il 

faudra  ajouter  à  la  valeur  de  Û  le  terme  Vx^  et  y  changer 

•         •        .  •  ■  '  ■  I 

V  en  y^-^jX' 

On  peut  parvenir  au  même  résultat  d'une  manière  moins 
simple ,  mais  plus  directe ,  en-  considérant  immédiatement 
les  variations  de  x  et  de  ses  dérivées. 

Pour  cela  »  il  faut  d'abord  dépouiller  la  fonction  F'  de  lai 
supposition  de  a/  =z  i ,  pour  pouvoir  tenir  compte  des  varia-^. 
tions  de  ^  f  x",  etc„^  ce  qui  se  fait  en  substituant,  comme 

<m  1*4  YU  tos  les  leçons  précédentes,  ^  auliçudey, — ~^ 
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au  lieu  de  y'\  et  ainsi  de  suite ,  et  multipliant  la  fonction  f^ 
par  af  pour  qu  elle  puisse  être  la  fonction  déritée  de  U* 

Soit,  pour  abréger^ 

V  P'  <f 

^=P*  ^  =  9>  ^  =  r,  etc., 

il  faudra  dans  V  substituer  py  q,  r,  etc.  à  la  place  de  y , 
y",  y",  etc.  ;  moyennant  quoi  cette  quantité  deviendra  fonc- 
tion dejr,  p,  (/,  etc.,  et  Ton  auira  la  dérivée 

^i.se  réduit  i 

F'  —  iM+Np  +  Pq+Qr  +  Rs  +  etc.)ar, 
et  la  variation 

y'=Mx  +  Ny4'Ph+Qq  +  lfr  + etc. 

•  * 

Ainsi  tout  coiui«te  i  trouver  les  yaleàn  des  yariations  p, 
q,  r,  etc. 

Or /)  étant  r=  ^ ,  on  ama 

p       a/        a/*  a/      . 


ai. 

m 

à  cause  de  -^  =  q. 
On  peut  faire  ici  j/  =:  i  j  et  l'on  aura  simplement 


4^4  C  A  L  C  V  ft 

De  même  q  étant  =i  ^  ^  on  aura 


\      • 


^-a/        a/- ]? ^ 

5, +rx. 


Mais  là  valeur  de  p  donne 


•   ^ 


p'^qx^{y^pxy\ 

donc  faisant  cette  substitution ,  et  supposant  sf  n^i,  Ce  qui 
est  peimis  ici^  il  viendra 

q=(^y—piy  +rx. 
On  trouvera  de  k  même  manière    ' 

et  ainsi  de  suite. 

Par  ces  substitutions^  la  variatioa  f^  devièn^a 

(^M+Pq  +  Qr+R9  +  ctc.)i 
+  Ny  +  Pi^—piy+Q(y-piy+R(y—pxy+etc. 
^  QBi  +  Np -j^Pq  ^  Qr  ^  Rs  J^étù.) X 

+Niy-pi)+Piy^piy+Q(^^piy+R(^^pir 
+  etc. 
Or  on  a  tnnfi  cir^Mm 

M  +  Np  +  Pq+Qr  +  etc.z=zÇi 
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d'ailleurs  p  ==^  ;  donc  faisant  ces  substitutions,  et  supposant 
ici  x'  ==:  1  ^  on  aura  simplement 

Cest  la  valeur  complète  de  la  variation  de  /^,  déduite  des  var 
nations  de  a?  et  de  j^  et  de  leurs  dérivées. 

Mais  on  a  vu  qull  faut  mettre  J^x^  à  la  place  de  /^;  donc  on 

aura  /V  -|-  f^s/  à  substituer  à  la  place  de  f^dans  les  formules 

données  plus  haut  ;  donc  mettant  ici  la  valeur  de  f^  tjaon 
vient  de  trouver ,  et  observant  ^ue 

on  aura ,  en  faisant  a/  =  i  j  le  même  résultat  auquel  on  est 
parvenu  ci-dessus  par  uiie  autre  voie* 

Au  reste  en  regardant  la  quantité  /^  comme  une  fonction  de 
x,^  et  de  leurs  défîtéès  j/,  x"^  etc.  ,y,  y,  etc. ,  on  pourra 
traiter  les  variations  de  x  eommè  on  a  fait  celles  de  y. 

Dans  ce  cas ,  la  fonction  f^  étant  représentée  par 
/(a:,  af,  x\  etc.  ,j^,y,/,  etc.) 
on  trouverait  les  termes 

^(^)+^/'(^)+iT(^')*«tc. 

à  ajouter  à  la  variation  f^\  et  en  désignant  ces  termes  par  la 
formule 

nx  +  pif  +  qùù^  +  tûlf^  +  etJC. , 
en  parviendrait  par  des  opérations  relatives  à  la  variation  x 

4 
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et  anàlognes  i  celles  qu'on  a  employées  pour  la  yariation  j^, 
a  la  transformée 

(  n  — p'  +9^  —  i"  -}-  etc.  )  X. 

Desorte  que  la  partie   de  la  valeur  dé  f^  qui  ne  serait  pat 
une  dérivée  exacte  serait 

(iV— P'+Q''  — fl*  +  etc.)y 

+  (»—  P'+Ç"  —  y^+  ctc.)âr. 

Lorsque  j^  est  censée  une  fonction  de  ;r  ^  et  qu'on  peut  par- 
conséquent  faire  x'  =  i  ,  nous  venons  de  voir  que  la  variation 

simultanée  dey  et  a? ,  donne  pour  la  partie  de  f^  qui  n'est  pas 
une  dérivée  exacte  ^  la  formule 

(iV— P' +  ^' —  «•'+ etc.  )  (>  — yi). 

n  faut  donc  alors  que  la  formule  précédente  coïncide  avec 
celle-ci ,  et  que  Ton  ait  parconséquent 

»  —  p'  4-  q"  —  r*  +  etc. 
=r— y(iV_P'+Ç*  — ir+etc). 
D'où  l'on  voit  que  l'équation 

n  —  p' -f- 9^  "" '^  +  etc.  =  o 

que  donnerait  la  variation  de  a?  ^  est  toujours  équivalente  à 
r  équation 

N—P'+  Q^—Br^  etc.  =  o 

qui  provient  de  la  variation  de  y. 

En  effet,  nous  avons  déjà  trouvé  par  une  autre  voie,  dans 
la  leçon  précédente  j  que  ces  équations  ont  toujours  lieu  à*la^ 
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Un  des.  avantages  du  calcul  des  variations  est  de  pouvoir 
faire  varier  indistinctement,  les  indéterminées  x  on  y  y  et  leurs- 
difFérentielles  ;  et  l'identité  des  équations  du  maximum  ou 
minimum  y  déduites  de  l'une  et  de  l'autre  de  ces  variations  , 
a  été  un  des  premiers  résultats  de  ce  calcul  auquel  les^an-- 
ciennes  méthodes  n'auraient  pu  conduire.  Mais  les  démonstra- 
tions qu'on  en  a  données  dans  le  second  et  dans  le  quatrième 
volume  des  Mémoires  de  Turin ,  sont  moins  directes  que  celle 
qai  se  déduit  des  formules  qui  représentent  cette  double  va- 
riation ,  et  que  nous  venons  d'exposer  d'après  Euler*  Voyez 
le  tome  troisième  de  son  Calcul  intégral. 

Considérons  maintenant  le  problême  dans  toute  sa  généra- 
lité, et  d'abord  soit,  comme  ci-dessus, 

^=/C^,^, /,/,>•,  etc.). 
on  aura 

^^ny),  P  ^  f\y) ,  Q  ^f(y') ,  R=ny'),  etc. 

Soit,  de  plus,  pour  abréger, 

r=/'(^)  -  [/'(/)]'  +  Cf  (/)]•  -  Zf'iy')l'-h  etc. 
Y=fxy)  -  uXy'yy  +  crc/)]'  -  etc. 

Y  =/'(/  )  -  [/'(j.-)  j  +  etc. 

y  =  f(^*)-etc.  ... 

etc. 

La  yariation  V,  dans  le  cas  où  x  ne  varie  pas,  sera 

y=Yy  +  dyï  +  &yy  +  (vy')'  +  etc.     . 

OÙ  les  termes  qui  ne  sont  pas  sous  la  forme  de  fonctions 
dérivées,  doivent  s'évanouir,  ce  qui  donné  d'abord,  comm» 
on  l'a  vu,  l'équation  généraJe  Y^siO* 
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Ensuite  )  à  cause  de  /^=r  U\  on  aura  la  yariatioa  de  U 

u^Yy  +  ry  +  Yy +ttc. 

et  l'équation  aux  limite»  sera 

Si  on  veut  que  x  Tarie  en  même  temps  que  y ,  on  cban* 
géra  y  en ^  — yi,  et  on  ajoutera  à  U  le  terme  /^x. 

Supposons,  en  second  lieu,  que  la  fonction  proposée  con- 
tienne une  troisième  variable  z,  avec  ses  fonctions  dérivées 
2/,  z",  etc.,  on  fera,  relativement  à  cette  variable,  des  opé- 
rations analogues  à  celles  qu'on  a  employées  pour  la  variable 

y  ;  et  la  valeur  de  /^,  en  supposant  x  invariable,  se  trouvera 

composée  de  deux  parties  semblables.  Tune  relative  èiy, 

Tautre  relative  à  z. 

Ainsi,  en  supposant 

f       n 

et  conservant  les  expressions  de  Y,  Y,  Y,  etc.,  on  fera,  de 
plu» , 

i:  =/(x»)  -  [/'(OT  +  etc. 


III 


z  ^fQBT)  —  etc. 
etc. 

et  Ton  aura  sur-le-cbamp 
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+  &yr  +  (Vy^Y  4  (^>)'  +  ete. 
+  (iiy  +  Ci^ây  +  (zi^y  +  etc 

Les  termes  Yy'^Zz,  qui  ae  âauraieiit  6tre  des  fonctiotti 

dirîvéf  s  exacte*  «  tàht  ^e  j^  H  £  (mt  des  ydétirs  arbitraires^ 
doivent  être  détruits ,  ce  qui  dminera  d*abûcd  réÇiidtioii  gé^ 
nérale 

Yy  +  Zi:3aOf 

à  Ia(}uellè  cil  lâtisfefà  de  différentes  manières ,  suivant  que 
les  variables^  6t  fe  seroM  indépendantes  l'tme  dé  l'âutfe,  oU 
qu'elles  seront  liées  entr' elles  par  des  relationâ  données. 

On  aura  ensuite ,  en  prenant  les  fonctions  primitives ,   à 
cause  de  p^'ssz  Ù^  l'équatioa 

.        j.        ".,       III. 
ï?  as  Yyy^Y^  ^Yf  ^  ôto. 

'  t ,        tii      .  ift, 

+  Za  +Za'  +  Zz"  +  etc.  ; 

c*est  la  valeur  qu'il  faudrec  substituer  dans  Té^tiation  aux 
limites 

r,—      1/0=0. 

Si  on  veut  qûé  af  varié   àUSfil^  on  changera  j'  et  2    en 
y^^^sB^  xf— ^ft^oTi  et  on  ajoutera  i  Ù  le  tenM  Vx. 

Reprenons  l'équation  J^  +  Zz  =  o.  S'il  n*y  a  aucune  re^ 

lation  donnée  par  les  conditions  du  problême  ^  entre  x  et  y, 

leurs  variations  seront  indépendantes  Tufle  de  l'autre ,  et  on 

ne  pourra  v^i£er  l'équation  dont  il  s'agit  qd'ea  fwsatt  tfé-* 

parement 

'  •  r=iô,  Z-ci=o, 
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deux  équations  qui  serviront  à  déterminer  y  tt  z  en  fono-* 
tionsde  x. 

Mais  si  les  variables  jr  et  z  étaient  liées  par  une.  équation 
de  condition  entre  x,  y,    z,  que  nous  représenterons  par 

F(P^,y>  2i)  =  o;  ^ 

il  faudrait  tirer  de  cette  équation  la  valeur  de  z  enxety^ 
et  la   substituer  dans  l'expression  de    ^;   mais  pour  faire 

trsage  de  J'équation  Fy -f- Zz  =  o,  il  suffit  d'avoir  le  rapport 

entre  les  variations  y  et  z-,  et  pour  cela  il  n'y  a  qu'à  consi- 
dérer que  la  relation  entre  les  quantités  x^y,z  devant  sub- 
sister aussi  dans  l'état  varié,  l'équation  F(x,y,z)szo  de- 
vra avoir  lieu  aussi  en  y  mettant  x  -^  ix  au  lieu  de  x,  et 

y  +  îy  "I y  ^  ®*^'  >  z  +  iz  -j a  +  etc.  au  lieu  de  y 

^t  z,  quelle  que  soit  la  quantité  i.  D'où  et  de  ce  qui  a 
été  démontré  dans  les  premières  leçons ,  il  est  facile  de  con- 
clure que  les  dérivées  de  cette  équation,  relatives  aux  va- 
riations de  x^y,  a,  devront  avoir  lieu  aussi.  Dtsorte  que 
l'équation  de  condition  F(x,y,  2)==  o  donnera  les  équations 
variées 

^  C^>y>  »)  =  o ,        F(x,y,  z)  =  o,  etc. 
Or  en  regardant  x  comme  invariable ,  on  a 

F{x,  y.  s)  ==yny)  +  If'Çz)  , 

puisque  l'algorithme  des  variations  est  le  même  que  celui 
des  dérivées.  Ainsi  en  aura  l'équation 

yF'iy)^'zF'(t.)=.o, 

d'où  l'on  tire  le  rapport  de^  à  z,  lequel  étant  ensuite  sub- 
stitué dans  l'équation  J^+  Zi  =  o  du  maximum  ou  mf- 
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fdmum ,  donnera  celle-ci 

qui  étant  combinée  avec  l'équation  de  condition  F(x,y,z)=^9 
servira  à  déterminer  les  valeurs  de  j^  et  z  en  x. 

Kous  avons  suppose  dans  le  calcul  précédent  que  x  ne  va-* 
riait  pas.  Si  on  voulait  tenir  compte    des  variations  de  a; , 

•n  aurait  à  la  place  de  relation  Yy-^-Zz^sib,  celle-ci  : 

r(^y^yx)  +  zii^z'x}  =  Q: 

Or  réquation  de  condition  F(x,y^  z)  =  o  donnerait  d'mi 
côté  l'équation  dérivée 

•  # 

*t  de  l'autre  l'équation  variée  ^ 

iF'  (x)  +yF\y)  +  zF'Çz)  =  0;  \ 

substituant  dai^s  cellQ-ci  la  valeur  de  F>^(x)y  tirée  de  làpré^ 
4Sâdfiate.  jffln  aura 

i  ■    ■  ■■     '    • 

iy  r-y^)  ^C^>  +  (*  -  ^^)  ^'  (*)  =  0. 

£t  cette  équation  combinée  avec  l'équaiion  ci-dessus,  don-- 
aiera  également.l'éqnation 

FF'Cz)--ZF'(^)=:o.'     ' 

,  On  voit  par  là  ^  en  général»  que  la  variation  de  x^  xn'fâfiub 
que  sur  l'équation  aux  limites ,  et  nullement  sur  l'équation 
générale  du  maximum  ou  minimum. 

Supposons  maintenant,  pour  embrasser  le  problême  dans 
toute  son  étendue,  que  l'équation  de  condition  entre  x,y,  z 
contienne  aussi  les  d^yées  ie  y  %t  z  et  soit  en  général  de 

la  forme 
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On  tirera  de  là  Téquation  Tftrtéê 

•  •  > 

laquelle ,  ea  n'ajimt  égwd  <pi'^u^  varjji^M  de jr,  «,  »e  de- 

Teloppera  ain^  ; 

yny) + y'/^'(y)  +^nf) + etc. 

+  »Fr(a)  4*  i'F'(ft')  +  i^F^Ci")  ^  etc.  =  o. 

Comme  les  dérivées  de  e  ne  paraissent  dans  cette  éwatioQ 
que  sous  la  forme  linéaire  y  il  est  possible  d'en  déduire  Tex- 

pression  de  2  ,  en  eniplpjrai^  la  miHioje  4^  multiplicateurs 
et  prenant  successivement  les  fonctions  primitiyes;  W^W  àf 
cette  manière  on  entre  dans  des  calculs  longs  et  compliqués , 
et  il  est  beaucoup  plpç  simplç  d'employçr  }es  ipultiplicateurs , 
de  la  manière  dont  on  en  a  usé  dans  la  Mécanique  analy- 
tique qui  est  topA«  fondée  aur  le  eakni  des  variations. 

On  se  contentera  donc  de  multiplier  le  preniier  <  membre 
de  cette   équation  par  ua  coefficient  indéterminé,  A  ^  et  de 

rajoutera  l'expression  précédente  delà  variation  )^/ien  ayant 
soiç  en  même  temps  de  trafi^foro^er  tOU^.le^  ^<)î^i^4u|c  tefmifi 

de  manière  que  les  fonctions  dérivées  d^vateiationsy  et  £n« 
se  trouvent  que  dans  des  fonctions  dérivées  exactes ,  comme 

on  Ta  pratiqué  à  l'égard  des  termes  de  la  valeur  de  7^.  On  au* 

ra  ainsi  ujQie  nout^e  expm^on  de  J^,    dans  lA^ell«  *  on 

pourra  inaintenant  traiter  les  variations  dç  y  et  2^  copiine  m- 
dépendanteSj  à  raison  de  l'indéterminée  a. 

Soient,  pour  abréger^  ^ 
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(D  =  K  P\y  )  -  ZKF\y)J  +  [/JP'Xyyï  -  etc. 
(F)  =A  FV)  -  CXF'(/)J  +  etc, 

(r)  =  ^  F'Qy")  —  etc. 

etc. 

(Z)  =  A  F'(a)  —  [xF'(z')J  +  C^F'Ca")]^  —  etc. 

(Z)  =  aF"(z')  —  [aF'COJ  +  etc. 

(Z)  =  X  F'Cz")  —  etc. 
etc. 

Les  terme9  i  ajouter  à  l'expression  de  la  yariation  /^  seront 

iY)y  +  (Z)  i 

+  (Cny/  +  (ihyy  +  etc. 

+  ((Z)  iy  +  ((Z>7  +  etc. 

Donc  ,  puisqu'on  peut  maintenant  regarder  les  varia- 
tions j^  et  z  comme  indépendantes  ,  on  aura  d'abord ,  par 
les  principes  posés  ci-dessus  ^  les  deux  équations  générales 
du  maximum  ou  minimum, 

r+(r)  =  o,  z  +  (Z)  =  o, 

entre  lesquelles  il  faudrait  éliminer  l'indéterminée  a  ;  et  ré--> 
quation  résultante,  combinée  avec  l'équation  de  condition 
donnera  les  valeurs  de  j^  et  2  en  x. 

Ensuite  la  variation  U  deviendra 

t^ = (f  +  (h  y+(r+  (r))y  +  etc. 

-1-  (z  +  (Z))i  +  (Z+  (Z))i'  +  etc. 
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valeur  qa*oii  substituera  dans  l'équation  saxX  limitel 

r,  —   t/o  =  O. 

Si  on  veut  avoir  égard  en  même  V  mps  à  la  variation  de  x  ; 

on  ajoutera  k  Ule  terme  Fx,  et  on  changera  les  quantités 

y ,  z  et  leurs  dérivées  en  y  —  ^x,  z  —  z'x  ,  et  dans  lés  dé- 
rivées de  celles-ci.  '      -  - 
Il  faudrait,  à  la  rigueur^  dans  ce  cas,  ajouter  à  la  valeur 

de  /^  le  terme  K\xF(x,y,, . .)/,  d*après  les  formules  trouvées 
plus  haut  pour  la  valeur  complète  de  la  variation  de  x'F  (x^y, . . .  )  • 

Ce  terme  se  transforme  en  {y^F(x,y,, . .)/ — K'xF(x,y. . .); 
mais  il  disparaît  ici  en  vertu  de  Téquation  FÇx,  y. . . .)  =2  o. 
Il  faudrait  néanmoins  le  conserver  si  Téquation  de  condition 

n'était  donnée  que  par  l'équatiou  variée  F(x,  j^. . .)  =0. 
Dans  l'équation  aux  limites,  on  pourra  regarder  aussi  les  va« 

riations  x  ^y  et  z,  ainsi  que  leurs  dérivées ,  comme  indépen- 
dantes ,  à  moins  que  la  nature  du  problême  ne  donne  aussi 
des  conditions  particulières  aux  limites. 

Supposons ,  par  exemple ,  que  l'on  ait .  une  ou  plusieurs 
équations  de  condition  entre  les  quantités  x,  y,  y\  y",  etc^ 
2,  2',  a",  etc. ,  '  rapportées  aux  deux  limites ,  c'est-à-dire 
entre  les  quantités  x^,  y^,  Jo  y  yo  ^  etc.  Zo,  2o',  ^ô' y  etc. 
Xx^yii  yx'yy"»  ®*c-  ^^  *»'>  «/>etc. ,  et  que  le  maximum 
ou  minimum  ne  doive  avoir  lieu  que  parmi  les  fonctions  qui , 
prises  entre  les  limites  données,  satisfont  à  ces  conditions; 
il  faudra  que  les  mêmes  équations  subsistent  dans  l'état  va* 

né,  c'est-à-dire  en  y  mettant  :r  +  ix,  y +  iy  + -y +etc.^ 


c  +  ii  +  -a -H  etc.  a  la  place  de  x,  y,  z-,  parconséquent 

on  aura  aussi  les  variations  de  ces  équations,  comme  noua 
l'avons  déjà  vu  plus  haut. 
Désignons  par 

♦  C^» >>>>'*  etc.  z.,a/,etc.  a:,,j^i,^/,ètc.2i,V,etc.)=o; 

uno 
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une  de  ces  équations  de  condition  ;  elle  donnera  Téquation 
variée 

Xo^'  (Xo)  +>*'(>)  +Zo*'(Zo)  +>'*'  (j'oO  +etc. 
+  il  *'  (^i)  +^1  ^Xy^)  +'^i^'  (2^1  )  +y>'  W  +  etc.  =0. 

> 

On  multipliera  cette  équation  et  les  autres  semblables  par 
des  coefficiens  indéterminés  a,  ^ ,  etc. ,  et  on  les  ajoutera  à 
réquation  des  limites  données  ci-dessus,  après  quoi  on  pourra 
traiter  toutes  les  variations 

io ,  il ,  JKo , >',>",  etc.  yiyy/,yi\  etc.  z.^z/.z,",  etc. 

comrae  indépendantes ,  et  égaler  à  zéro  chacun  de  leurs  coef- 
ficiens ,  ce  qui  donnera  autant  d'équations  particulières  aux 
limites  qu'il  y  aura  de  ces  variations.  On  satisfera  ensuite  à 
ces  équations  par  le  moyen  des  coefficiens  arbitraires  *,  jS,  etc. 
et  des  constantes  arbitraires  qui  entreront  dans  les  expres- 
sions de  y,  z  en  X.  , 

A  regard  des  variations  z^^zj,  etc.  Zj^,z/,  etc.  il  est  bon 
de  remarquer  que  la  fonction  z  étant  donnée  par  une  équa- 
tion dérivée ,  si  cette  équation  est  de  Tordre  n  par  rapport 
.à  z,  les  valeurs  de  z ,  z\  z",  etc.  z(""''\  correspondantes  à 
une  valeur  donnée  de  x,  seront  arbitraires,  et  devront  être 
déterminées  par  les  conditions  du  problème.  Ainsi,  en  rap- 
portant ces  valeurs  à  la  première  limite,  il  faudra  regarder  les 
quantités   z^yZ^,  etc.  zJ^^^O  comme  des  fonctions  données 

de  Xe,  yo>  yo>  etc.;  donc  les  variations  z^,  z^' ,  etc.  seront 
aussi  données  en  fonctions  de  Xo,yo,yo,  etc.  multipliées  par 

les  variations  a:^ ,  jo ,^jo  ,  etc.    Alors    les  variations    Zi,z/, 

z"  ^  etc. ,  qui  se  rapportent  à  la  seconde  limite ,  seront  absoi 
lument  indéterminées ,  et  il  faudra  les  faire  évanouir  en  éga 
lant  leurs  coefficiens)  à  zéro. 

On  pourrait  demcindsr  que  la  fonction  %  donnée  pari  equa- 

G- 
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tion  de  condition  fût  elk-*méiiie  un  maximum  ou  un  miné-^ 
mum.  Il  n'y  aurait  alors  qu'à  supposer  U  =  z,  et  parconaé- 
quent  /^=:«'i 

On  aurait  donc  dans  ce  cas 


fiy^=o,  f  (y)=o,  etc.  fXz)=o,  /(^>=i,  /(aO=oetc. 
Donc 

T  T  TT 

r=o,     Ksbo,  etc.    Zsxro,    Z  =  i,    Z  =  o,  etc- 

Les  équations  générales  du  maximum    ou   minimum   se- 
raient donc  simplement 

(F)«o.      (Z)=so. 
On  aurait  ensuite 

+  (  1  +  (Z))i  +  (Z)zf  +  etc. 

'  L*équatîon  (Z)  :=  o  servira  à  déterminer  la  variable  a  ,  et 
l'équation  (  F)  =  o ,  combinée  avec  l'équation  donnée 
F(^x ,  y^  y\  etc.  « ,  a',  etc.)  =  o  ,  donnera  la  valeur  de  y 
en  X,  Soit  z^*)  la  plus  haute  dérivée  de  z  qui  entre  dam 
cette  équation ,  Féquation  (Z)  =  o  sera  linéaire  et  de  Tordre  n, 
par  rapport  à  x  ;  la  valeur  de  x  contiendra  donc  autant  de 
constantes  arbitraires  et  linéaires  aussi ,  qui  serviront  à  faii« 

évanouir  les  variations  z^,  z^  ^  etc.  dans  1  équation  des  limites  ; 

les  variations  2o>  ^oi  ^^c*  étant  censées  données  par  ia  nature 
du  problême,  comme  nous  venons  de  le  remarquer. 

Il  faudi'a  donc  déterminer  ces  constantes  de   manière  qui» 

Ton  ait 

111  ïii 

i+(Z,)  =  o,     (Z.)^o,     (Z.)— o,  etc. 

•t  on  remplira  oea  condidoç»  en  faisant  «ibptlemettt 


O 


A^l 
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A,  =  o  ,     a',  =  o  ,  etc.     a/«-0  zz  o 
et  de  plus , 

*'s2;::;t*i  "^^  ''-'-  '--''  ^-^  ^«-•^- 

En  général  soit  r  une  fonction  quelconque  des  variabl., 
:^,y.  z,t,  etc.  et  de  leurs  dérivées  d'un  ord^e  q^eCf  e 
a  1  exception  de  x,  dont  la  dérivée  soit  supposée  iCte- '; 
soient  Z,  =  o,  M^  o,  etc.  des  équations  de  cond  tC  Jnt^* 
ces  vanables  et  leurs  dérivées,  dont  le  nombre  ne  s^r^"^ 
pas  celui  des  variables  diminué  de  deux  unitS  J^T, 
reste  des  relations  indéterminées  entre  les  mêmes'  vÏiablt 

Le  problême  de  maximis  et  minimU,  dont  il  s'a^*  •  • 
consiste  à  déterminer  ces  relations  de  manière  que  îf  w' 
tion  pnmmve  de  >r  devienne  un  maximum  ou  nn  JLt 
en.e^des  limites  domiées,  correspondantes  à  des^CT: 


Pour  le  résoudre  de  la  manière  la  plus  générale    ««    i. 
chera  les  variations  des  fonctions  r  L    M   ZT  '  T  """ 
variations  de  ^,  .,  ,  etc.,  et  désignant  C^^^  ;^ 
y,  L.,  M,  etc.,  on  considérera  la  formule 

r+AZ+^JÉr+etc, 

« 

On  fera  sur  cette  fomjqle  les  transformations  ««p.v.' 
Pl«3^  haut ,  par  lesquelles  l,s  fonctions  dénV^s^^X" 
y,   z,  i,   etc.  ne  paraisseht  plus  crue   dans  i{^^  * 

j»..^^.  fo..««  «,,„  '.^.^i^2T2:i 
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Yy  +Zi  +TÎ  +  etc. 

+  &y  +  yy'+yy"+etcy 

+  iZz+Zif+  Zz'+  etc.)' 

+  {Ti  +  Ti'+  Tt"  +  etc.)' 
etc. 

Et  Ton  aura  d*abord  les  équations  générales 

F  =  o,    Z  =  o,     7'==:o,  etc., 

qui^  étant  combinées  avec  les  équations  de  conditio» 

r 

£»==o,     M=:Oy  etc., 

É 

serviront  à  déterminer  les  variables  y ,  z,  f,  etc.  A,^,  etc. 
Ensuite  faisant 

iÛ)  =  iy +  Yy +  Yy"  +  etc. 

+  Zz +Z2i'  +  Zz"  +  etc. 

l    .  XI.  TIT, 

•+'Tt+  Ti  +  m  +  etc. 
etc. 

•n  aura  l'équation  aux  limites  (  C/,)  —  {XJ^  =  o,  à  laquelle 
on  devra  satisfaire,  indépendamment  des  variationsj^,  j^'jetc, 
ft,  a,   etc.  etc. 

Et  pour  tenir  compte  de  la  variation  de  x ,  il  n'y  aura 
qu'à  changer  y  ^  z^i  en'y  — ^x ,  z  —  ;&'x,  i  —  ix^  et  ajou- 
ter à  la  valeur  de  (Z7)  le  terme  Vx. 

Comme  la  nature  du  problême  peut  fournir  aussi  de» 
équations  de  condition,  entre  les  variables  x,  y^  z,  f,  etc.  , 
rapportées  à  ces  limites,  désignons  par  ^  =  o ,  2?  z=:  o  etc. 
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«es  équations  de  condition,    de    manière  que   ji,    By   etc. 
«oient  des  fonctions  données  de  Xo,  ^i>yo,  yi, yo\y/,  etc. 

On  formera  les  équations  variées  ^  =  o ,  È  =z  o  ,  dues 
aux  variations  de  chacune  des  quantités  j?©,  a:,,  yo,  y^ 
yj y  y^\  etc.  on  ajoutera  ces  équations  multipliées  par  Jes 
coefficiens  indéterminés  et,  i3,  etc.  à  Téquation  aux  limites. 

On  aura  ainsi  Téquation 

(t/0  —  (Û,)+AÂ  +  ^^  +  etc.  =0, 

dans  laquelle  on  égalera  séparément  à  zéro  le  coefficient  de 
chacune  des  variations  dont  il  s'agit. 

Ces  formules  servent  à  répondre  à  toutes  les  questions 
où  Ton  cherche  des  maxima  ou  minima  absolus.  Voyons 
aussi  comment  on  y  peut  rappeler  les  questions  où  Ton  ne 
demande  que  des  maxima  ou  minima  relatifs,  c'est-à- 
dire  dans  lesquelles  la  fonction  primitive  d'une  fonction  don- 
née ne  doit  être  un  maximum,  ou  un  minimum  entre  des  li- 
mites assignées,  qu'autant  que  les  fonctions  primitives  d'autret 
fonctions  données,  auront  des  valeurs  données  entre  les  mêmes 
limites. 

Soit  u  la  fonction  donnée  dont  la  rbnction  primitive  doit 
avoir  une  valeur  déterminée  entre  les  limites  assignées. 
Supposons  que  s  soit  cette  fonction  primitive  ,  ensorte  que 
Ton  ait  l'équation  /  —  u  =  o.  La  condition  dont  il  s'agit 
consiste  en  ce  que  la  quantité  s^  —  So  doit  avoir  une  valeur 
donnée  ;  parconséquent  sa  variation  devra  être  nulle  ,  ce  qui 

donne  l'équation  aux  limites  s^  —  5o  =  o. 

Pour  introduire  cette  condition  dans  la  solution  générale 
du  problême  de  maximis  et  minimis,  je  regarde  l'équation 
/  —  w  =  o  comme  une  équation  de  condition ,  et  je  la  traite 
comme  les  équations  de  condition  L  z=z  Oy'  M  =  o,  etc.  Je 
multiplie  par  un  coefficient  variable  et  indéterminé  c  la  va- 

3 
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rjadon  i'— u,  et  je  Fajoute  à  la  formule  générale  ^-f"'X-j-  etc.  ; 

/^4.  ^  (]'  _  m)  +  xi  +f*ifr  +  etc. 

Le  terme  «'  se  transforme  en  cenx-ci  :  (fsY  -^a's  \    et  • 

comme  ces  termes  sont    les    seuls   qui   condemient   la  ya-  ! 

riable  s ,  la  variatioxi  5  domiera  d*abord  Féquation  o^  z=:oi  1 

d'où  Ton  tire  a"=za,  a  étant  mie  constante  arbitraire.  * 

Ensuite  l'autre  partie   (fsY,  qui  est  une  dériyée  exacte  ,  H 

donnera  dans  l'expression  de  (l/)  le  terme  es,  et  dansl'é- 

quation  aux  limites  les  termes  a  (j,  —  5©) ,  à  cause  de  «•==  a. 
Mais  on  a  par  les  conditions  du  mcurimuTn  ou  minimum  re- 
latif, y,  —  5o  =  o.  Donc  U  valeur  de  {U)  ne  recevra  aucun 
changement. 

Il  n'y  aura  donc  que  la  variation  —  au  qui  devra  être 
ajoutée  à  la  formule  générale,  ce  qui  revient  à  substituer 
à  la  place  de  la  fonction  V  la  fonction  F''-^  au,  et  à  cher- 
cher les  conditions  du  maximum  ou  minimum  absolu  de  la 
fonction  primitive  de  /^— -  ou  ^  a  étant  une  constante  quel- 
conque arbitraire. 

On  trouverait  de  la  même  manière  que  si  la  fonction  primi- 
tive de  /^  ne  devait  être  qu'un  maximum  ou  minimum,  re- 
latif, en  supposant  que  les  fonctions  primitives  de  m  et  v  aient 
des  valeurs  déterminées,  la  question  se  réduirait  au  maxi- 
mum ou  minimum  absolu  de  la  fonction  primitive  de 
y.^au  —  iv,   a  et  h  étant  des  constantes  arbitraires. 

Ce  résultat  s'accorde ,  comme  l'on  voit ,  avec  celui  q\iEulef 
avait  trouvé  par  la  considération  des  variations  des  ordon- 
nées successives  dans  les  courbes. 

Telles  sont  les  formules  générales  pour  la  solution  des  pro- 
blèmes de  maximis  et  minimis  qui  dépendent  de  la  méthode* 
des  variations,  et  Ton  voit  que  ces  formules  s'étendent  à  tou:* 
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les  cas  ;  mais  dans  chaque  cas  particulier ,  au  lieu  d'y  appli-^ 
quer  ces  formules,  il  sera  quelquefois  préférable  d'opérer 
directement  sur  les  fonctions  proposées,  en  suivant  la. marcha 
que  nous  venons  de  tracera 

Quant  à  la  manière  de  distinguer  les  maxima  des  minima , 
et  même  de  s'assurer  de  leur  existence ,  nous  ayons  va  qu'elle 
dépend  des  variations  du  second  ordre  ;  mais  nous  n'entre? 
rons  pas  dans  un  détail  qui  nous  mènerait  trop  loin  ;  on  peut 
voir  dj ailleurs  ce  que  nous  avons  dit  là-dessus  dans  la  Théorie 
des  fonctions,  art.  173  et  suiv.  Nous  remarquerons  sei|l9* 
'  ment  qu'en  prenant  la  variation  du  second  ordre  de  la  fon4> 
tion  F^,  il  sera  inutile  d'avoir  égard  aux  variations  du  second 

ordre  de  la  variable^,  parcequeles  termes  affectés  de^,  y",  et«* 

dans  l'expression  de  J^  étant    les  mêmes  que   ceux  affectés 

de  y,  y  dans  /^,  ces  termes  doivent  disparaître  par  l#s  con- 
ditions du  maximum  ou   jninimum ,   quelle   que  soit  la  va- 

leur  de  y,  ou  de  y.  Ainsi  01^  aura  pour  la  variation  du  se- 
cond ordre ,  les  mêmes  formules  que  dans  l'endroit  cité,    en 

changeant  seulement  y  en  <»  et  parconséquent  aussi  les 
mêmes  résultats. 

Pour  ne  rien  laisser  à  désirer  sur  cette  matière ,  nous  di- 
rons encore  un  mot  des  maxima  et  minima  qui  dépendent 
des  fonctions  de  plusieurs  variables.  La  première  question  de 
ce  genre  a  été  résolue  par  la  méthode  des  variations ,  dans 
le  second  volume  des  Mémoires  de  Turin.  Il  s'agissait  de 
trouver  parmi  toutes  les  surfaces  courbes  qui  sont  terminées 
par  le  même  périmètre,  <!t\le  qui  est  la  plus  petite  possfcle; 
problème  qui  est ,  par  rapport  aux  surfaces ,  cç  que  les  pro-^ 
blêmes  dont  on  vient  de  traiter,  sont  par  rapport  aux  lignes. 

En  nommant  z  l'ordonnée  perpendiculaire  aux  deux  abs- 
cisses X  et  y ,  et  qui  est  censée  fonction  de  ces  deux-^ci ,  et 
désignant  par  des  traits  séparés  par  une  virgule ,  les  fonctions 
dérivées   de  z,  prises  par  rapport  à  a:  et .^,  comme  on  l'a 
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fait  dans  la  leçon  dix-neuvième,  la  grandeur  ou  la  quadra- 
ture de  la  surface  est  exprimée  par  la  double  fonction  pri- 
mitive de  la  formule 

1/(1 +  (»")• +(*'')*), 

prise  d'abord  par  rapport  à  une  seule  des  variables  x,jr,  et 
ensuite  par  rapport  à  l'autre ,  en  substituant  pour  la  pre- 
mière sa  valeur  donnée  par  l'équation  du  contour  de  la  sur- 
face. Ainsi  le  problême  consiste  à  trouver  la  fonction  z  de 
X  et  y,  qui  rendra  cette  double  fonction  primitive  unmŒvi" 
TTium  ou  un   minimum. 

Pour  le  rendre  plus  général,  nous  supposerons  qu'on  de- 
mande de  rendre  un  maximum  ou  un  minimum  la  double 
fonction  primitive  d'une  fonction  donnée  de  x^  y  y  z,  a'»,  a", 
*"',  2^^  z^\  etc. 

Désignons  cette  fonction  par  /^,  de  manière  que  l'on  ait 
^=/(x,  y,  z,  z!\  »",  z\  z'^,  *",  etc.  ) , 

et  soit  U  la  double  fonction  primitive  de  /^,  qui  doit  de- 
venir un  maximum  ou   un  minimum.    Il    faudra ,    par  les 

principes  établis  ci-dessus,   que  sa  variation    Ù  soit    nulle. 

Or  L'"'  =  F';  donc  prenant  les  variations  î/'''  =  >^. 
Si  on  dénote  de  même  par  des  traits  placés  au  bas ,  les 
fonctions  primitives,  ainsi  qu'on  Ta  indiqué  dans  la  leçon  trei- 
zième ,  on  pourra  passer  de  l'équation  précédente  à  celle-ci 

qui  estl  inverse  L/'  =  /^^,/  par  laquelle  on  voit  que  le  pro- 
blème consiste  à  rendre  nulle  la  double  fonction  primitive  de 

la  variation  /^. 

Or  on  en  a,  en  prenant  les  variations  de  z  et  de  ses  dérivées^ 

>-=  'zp  (a)  +  z'f  (a")  +  z^'f  (z/) 
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formule  que  nous  représenterons ,  pour  plus  de  simplicité ,  par 

» 
r=i  Lk  +  Mi."  +  iVi'f  +  Pâ"'  +  Çâ'''  4-  /11'''  +  etc. 

On  fera  dans  cette  formule  les  transformations  employées 

plus  haut ,  par  lesquelles  les  dérivées  de  la  variation  z  ne  se 
trouvent  que  dans  des  termes  qui  sont  des  dérivées  exactes^ 

Ainsi  le  terme  Mz^  se  changera  en  (  Mz  )'' —  M"a  ,   la 

terme  Nz^^  se  changera  en  {NzY  —  A^''z ,  et  ainsi  des  au- 
tres ,  en  conservant  la  position  des  virgules  qui  séparent  les 
traits  relatifs  aux  variables  x  et  y. 

De  cette  manière  on  aura  la  transformée 

>^=(Z,  — M''  — i\V  +  p"'4.ÇV^/î,'r^etc.)2 
+  (  Mi+Pzf^  —  P^'z  +  ÇzV  +  etc.  y 

+  (  ISz  +iRâ/  —  B?''z  —  Ç''â  +  etc.  )''. 
etc. 

On  voit  d'abord  ici  qu'il  est  impossible  que  la  double  fonc- 
tion primitive  de  P'  devienne  nulle ,  quelle  que  soit  la  variation 

z,  à  moins  que  les  termes  affectés  simplement  de  z  ne  dispa- 
raissent ;  ce  qui  donne  d*abord  Téquation  générale  du  maxi- 
mum ou  minimum 

L  —  M'^-^  N''  +  P"^  +  Ç'/  +  R?"  +  etc.  =  o. 

La  première  ligne  de  l'expression  de  /^  étant  effacée,  si  on 
prend  maintenant  les  doubles  fonctions  primitives  de  part  et 
d'autre,  on  aura 


•         • . 


V=i  (Mz+Pz"—P"z  +  Ça")', 
+  (  A'i  +  fli''  —  iJ.'z  —  Q"z) ,'. 
Comme  il  n'y  a  plus  ici  que  des  fonctions  primitives  simple». 
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chacune  d'elles  se  rapporte  uniquement  à  une  des  yariables 
Xyjy  en  regardant  Tautre  de  ces  variables  comme  déterminée 
par  l'équation  qui  donne  la  courbe  des  limites  entre  lesquelles 
le  maximum  ou  minimum,  doit  avoir  lieu. 

Le  cas  le  plus  simple  est  lorsque  le  contour  de  la  surface 
représentée  par  Téquation  en  a: ,  ^  ,  z ,  est  supposé  tout-à- 
fait  donné  et  invariable.  Alors  les  variations  de  z  et  de  ses 
dérivées  sont  nulles  relativement  à  la  courbe  de  ce  contoui: , 
et  parconséquent  aussi  dans  toute  Tétendue  des  fonctions  pri- 
mitives simples  de  la  variation  U ,  et  la  condition  de  17  =  o 
se  trouve  remplie  d'elle-même. 

L'équation  du  maximum  ou  minimum  sera  donc^  en  subs-- 
tituant  les  valeurs  de  jL,  M,  etc. , 

V 

+  Cf(»"')3T  +  etc.=o 

qu'on  'voit  être  du  genre  de  celles  que  nous  avons  considérées 
dans  les  leçons  19^  et  îîo®  ,  et  dont  les  équations  primitives 
contiennent  des  fonctions  arbitraires. 

Les  cas  plus  compliqués  se  résoudront  par  des  considérations 
analogues  à  celles  que  nous  avons  faites  sur  les  problèmes  où 
l'on  ne  cherche  que  des  fonctions  d'une  variable. 

Pour  donner  maintenant  quelques  applications  des  méthodes 
et  des  formules  que  nous  venons  d'exposer  ,  nous  prendrons 
d'abord  le  problème  le  plus  simple  de  ce  genre ,  x|ui  consiste 
à  trouver  la  ligne  la  plus  courte  entre  des  termes  donnés.  En 
supposant  que  la  ligne  cherchée  soit  toute  dans  un  même  plan , 
et  prenant  x,  y  pour  ses  coordonnées  ,  la  longueur  de  la  ligne 
sera  exprimée  en  général  par  la  fonction  primitive  de  l'expres- 
sion |/(i  +y*),  qui  étant  représentée  par  Vy  ouf(^x,y,y^ 

donnera/  (j^  )  =  o, /  Qy' )  =  —^—^.  Ainsi  Téquation 
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générale  du  maximum  ou  minimum  sera 
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Lv^(i+y')J~°' 


» 
Ensuite  on  aura  1/"  =  — r-*^- — rrrry,  et  Téquation  aux  limites 


y 


sera  î/, — t/o=o. 

L'équation  générale  donne  tout  de  suite  — ,     .     /^x  —  - 

une  constante^;  d*où  l'on  tire  y  =  & ,  et  de  là  j^  =  ia,'+  c  , 
2^  et  c  étant  deux  constantes  arbitraires  ;  ce  qui  est  l'équation 
générale  de  la  ligne  droite. 

Si  les  deux  extrémités  de  la  ligne  étaient  données ,  on  au- 

rait  j^o  =  o  >  et  y (  =  o  ;  parconséquent  Téquatioa  aux  limites 
aurait  lieu  sans  aucune  condition. 

En  général  l'équation  aux  limites  se  réduira  à  a  (^(--yo)î=:o, 

b 
où  a  =  —77 — T—rrr .  Desorte   que  si  la  ligne  cherchée  devait 

1/(1  +  ^0  ^ 

être  terminée  des  deux  côtés  ou  d*un  seul  par  des  lignes  per- 
pendiculaires à  l'axe  des  x ,  les  variations  j^o^j^i  seraient  toutes 
les  deux ,  ou  une  seulement ,  arbitraires  :  dans  l'un  et  l'autre 
cas ,  l'équation  aux  limites  donnerait  a  =  o ,  et  parconséquent 
i  =  o;  ce  qui  réduit  la  ligne  la  plus  courte  à  une  droite  pai 
rallèle  à  l'axe. 

Si  la  ligne  la  plus  courte  devait  être  terminée  de  part  et 
d'autre  par  deux  lignes  données  droites  ou  courbes,  il  faudrait 
alors  tenir  compte  dans  l'équation  aux  limites  des  variations 
de  a;  et  ^  à  la  fois.  Il  faudra  donc  mettre  dans  l'expression 

de  U,  y  — yx  à  là  place  de  y,  et  y  ajouter  le  terme  J^x.  On 
aura  ainsi 
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et  réduisant 


L'éqiiation  aux  limites  étant  Z7, —  ï7o=o,  si  oh  suppose  que 
les  deux  limites  soient  indépendantes  Tune  de  Tautre  ,  on  aura 

séparément  C/o=o  et  Î7,  =  0;  et  parconséquent 

Soit  maintenant  ^  (  a; ,  y  )  =  o  ,  l'équation  de   la  ligne  qui 

forme  la  première  limite ,  elle  donnera  l'équation  variée  a70'(jr) 

+J'*'(j')  =  o  *,  mais  elle  donne  aussi  l'équation  dérivée 
*'(x)+y'^'(j^)=o  -,  desorte  que  la  combinaison  de  ces  deux 
équations  produira  celle-ci  : 

y  — yi  =  o- 

Il  faut  remarquer  à  l'égard  de  cette  équation ,  que  les  va- 
riations x^y  sont  censées  les  mêmes  que  celles  que  nous  avons 

désignées  ci-dessus  par  x^ , j'o  y  parceque  ce  sont  les  variations 
des  coordonnées  x,  y  à  la  première  limite;  mais  la  dérivée  y 
n'est  pas  la  même  que  la  dérivée^o,  quoiqu'elles  se  rapportent 
toutes  les  deux  au  niême  point  ;  car  celle-ci  se  rapporte  à  la 
ligne  la  plus  courte ,  et  exprinie  la  tangente  de  l'angle  que 
la  tangente  à  cette  ligne  fait  avec  l'axe  ;  au  lieu  que  l'autre 
se  rapporte  à  la  ligne  qui  sert  de  limite ,  et  exprime  de  même 
la  tangente  de  l'angle  que  la  tangente  à  cette  ligne  fait  avec 
le  même  axe.  Nous  désignerons  cette  dérivée  par  C^)  ,  et 
appliquant  le  chiffre  o  au  bas  de  chaque  lettre  pour  la  rap- 
porter à  la  première  limite  ,  l'équation  précédente  deviendra 

yo  —  Cy  )oio  ==  o. 
Telle  est  l'équation  de  condition  qui  doit  avoir  lieu  entre  1^ 
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Tarîations  y^  et  x^  ;  ainsi  substituant  dans  l'équation 

^''ojo  +  io  =  o  de  la  première  limite ,  la  valeur  de  j'^ tirée  de 

réquation  précédente ,  on  aura  {^y\ (y  )o+ 1  ) ^  ==o,  et  par- 
conséquent  y\  (y)o  +1=0. 

Or y^  et  Cy  )o  étant  les  tangentes  de  deux  angles,  on  sait 
que  la  tangente   de  la  différence  de   ces  angles  est  exprimée 

par  la  formule  ^  **    /  r   ^\  »  ^^"^  puisque  ici  le  denomina- 

teur  devient  nul ,  et  parconséquent  la  tangente  infinie  ,  il  s'en- 
suit que  la  différence  des  deux  angles  dont  il  s*agit,  sera  égale 
à  un  angle  droit. 

D*où  il  est  aisé  de  conclure  que  les  deux  lignes ,  celle  qui 
doit  être  la  plus  courte  ,  et  celle  qui  forme  sa  première  li- 
mite, doivent  se  couper  à  angles  droits. 

£t  comme  Téquation  à  la  seconde  limite  est  tout-à-fait 
semblable  à .  l'équation  pour  la  première  ,  on  trouvera  néces- 
sairement le  même  résultat  relativement  à  la  seconde  limite  ; 
c'est7à-dire  que  la  ligne  la  plus  courte  devra  aussi  couper 
à  angles  droits  la  ligne  qui  formera  la  seconde  limite. 

On  satisfera  à  ces  conditions  par  le  moyen  des  équations 

y'o  (y)o  Hh  1=0  et  yi  (y  )i  +  1  =0^  ^t  des  constantes  ar- 
bitraires i ,  c ,  ce  qui  n'a  aucune  difficulté. 

Supposons  maintenant,  pour  donner  plus  de  généralité  au  pro- 
blême, qu'on  demande  la  ligne  la  plus  courte  ^  sans  la  condition 

•  qu'elle  doive  être  toute  dans  le  même  plan  ;  en  prenant  a: , 

y  y  z  pour  les  trois  coordonnées,  dont  deux  jr  et  z  sont  censées 

fonction  de  la  troisième  x ,  on  aura  la  fonction  l/(i-f*y*+2;'*) 

dont  la  primitive  exprimera  la  longueur  de  la  ligne  cherchée , 

,  «t  devra  parconséquent  être  un  minimum. 

Faisant  donc 
on  aura  < 
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fonnule  qui,  par  les  principes  établis,   se  transforme    en 
celle-ci  : 


^=-(^)>-(f)'^ 


+ 

d*où  l'on  tire  pour  Téquatioii  génécale  du  minimum , 


(f)H(|.)^=o, 


et  ensuite  pour  Téquatioa  atix  lin^it^s 

y-^^JU— — ,  et  ï/,— ^4  =  0. 

Supposons  d'abord  que  ]a  ligne  la  plus  courte  ne  soit  assu-^ 
jétie  à  aucune  condition  dans  toute  son  étendue  ;  il  faudra 

alors  que  le$  variations  j^  et  z;  denieurent  indéterminée$ ,  ce 
qui  donnera  les  deu?c  équations 


/  w  /  •    _/  V    / 


(r)^°    et    {jr)^0, 
d'où  l'on  tire 

>r  =  û,       F^   ' 

fl  et  6  étant  des  constantes  arbitraires  ;  et  comme 

/^=V^  (  1  +y*  +  a'*) ,  il  s'ensuit  que  y'  et  2'  auront  des  va- 
leurs constantes  ^i  étant  désignées  p^  c  et  J ,  donneront 
tout  de  suite 
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j^=z:cx  +  m,     z  =  dx -f- ti  , 

771  et  n  étant  aussi  des  fonctions  arbitraires. 

Ces  deux  équations  font  Voir  que  la  ligne  cherchée  est  une 
droite  dont  la  position  est  arbitraire. 

Il  faut  maintenant  considérer  l'équation  aux  limites,  laquelle 
si  on  suppose  les  deux  limites  indépendantes  Tune  de  Vautre , 

se  partage  tout  de  suite  en  ces  deux-ci  :  U^z:io  II i  =  o  , 
savoir  ; 

équations  qui  auront  lieu  d'elles-mêmes,  si  les  deux  extrémités 
de  la  ligne  sont  supposées  données  de  position  ,  parcequ' alors 
les  variations  des  ordonnées  j^  et  z  seront  nulles  dans  ces  deux 
points. 

Mais  si  la  ligne  la  plus  tourte  doit   être  comprise  entre 
deux  lignes  données  ;   alors  il  faudra  ,  comme  nous  Tavon^ 
fait  plus  haut ,  tenir  compte  des  variations  des  coordonnées  x, 
y ,  z  à  Y  une  et  à  lautre  de  ses  extrémités. 

Pour  cela,  il  faudra  d'abord  ajouter  à  la  valeur  de  Û  le 

terme  Px,    et  y  changer   en  même  temps  ^  et  z  en  y  —yx, 

2  — a'x.  On  aura  ainsi  à  cause  de  /^*=  1  -|-ya^2i'%  après  les 
réductions 

%t  les  deux  équations  aux  limites  Z/^^o,  £/,;=o  deviendrQnt 

\ 

•v 

Supposons  que  la  pr^nûère  limite  ^pit  we  cgurbe  dont  les 
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deux  équations  soient 

la  première  de  ces  équations  donnera ,  comme  nous  Fayons 
vu  plus  haut^  Féquation  variée 

j?o— (y)oio==o, 

et  la  seconde  donnera  de  même 

Tirant  de  ces  deux  équations  les  valeurs  de  y^  et  z^ ,  et  les 
substituant  dans  la  première  des  deux  équations  ci-dessus  ^ 

on  aura  (^i+y\(^y)^-\-z'^{z')^)Xo=:o,  et  comme  lava- 

riation  x^  doit  demeurer  indéterminée,  il  en  résultera  cette 
équation  de  condition  pour  la  première  limité 

i+yo(y),+*'o(*')o=o, 

à  laquelle  on  satisfera  par  le  moyen  d*une  des  constantes 
arbitraires  c  ,  d ,  l'autre  devant  être  indéterminée  par  l'équa- 
tion de  condition  de  la  seconde  limite ,  laquelle  sera  de  même 

Mais  si  on  veut  savoir  ce  que  ces  équations  représentent, 
il  n*y  a  qu'à  se  rappeler  que  dans  la  théorie  du  contact  des 
courbes ,  on  démontre  qu'en  regardant  les  dérivées  j^o  et  z\ 
comme  constantes^  les  deux  équations 

y=y^x  +  (i,  z=zz'^x  +  v, 

on  fJi  et  V  sont  aussi  des  constantes  par  rapport  à  x  et  y , 
représentent  la  ligne, droite  qui  touche  la  courbe  de  la  pre-    . 
mière  limite  ;  et  que  de  la  même  manière  les  deux  équations    n 

représentent 


I 
t 


DES     FONCTIONS.  ^il 

représentent  la  ligne  droite  qui  touche  au  même  point  la  ligne 
la  plus  courte ,  ^  et  p  étant  aussi  des  constantes  par  rapport 
à  X  et  y. 

Or  dans  l'application  de  l'Analyse  à  la  Géométrie ,  on  dé- 
montre que  les  deux  droites  représentées  par  ces  équations, 
si  elles  se  coupent  ,  font  entr' elles  un  angle  dont  le  cosinus  est 

i/(i+y% + *'%)  X  ^  Ci  i-  (y  )"o+ (*')%)" 

(^  J^oyez  les  feuilles  d'Analyse  de  Monge).  Donc,  puisque 
dans  le  cas  présent,  le  numérateur  de  cette  expression  devient 
nul,  il  s'ensuit  que  l'angle  des  deux  droites  sera  droit  ;  parcon- 
séquent  il  faudra  que  la  ligne  la  plus  courte  coupe  à  angles 
droits  la  courbe  qui  forme  la  première  limite. 

On  parviendra  de  la  même  manière  à  une  conclusion  sem- 
blable pour  l'autre  limite.  D'où  il  résulte  que  la  ligne  la  plus 
courte  qu'on  puisse  mener  entre  deux  courbes  quelconques 
est  toujours  la  droite  qui  coupera  ces  courbes  à  angle  droit. 
Ce  théorème  est  connu  depuis  long-temps  et  se  démontre  de 
différentes  manières  ;  mais  aucune  n'est  aussi  directe  que  celle 
que  fournit  l'analyse  précédente. 

Mais  si  au  lieu  d'une  simple  ligne ,  il  y  avait  une  surface 
pour  servir  de  limite  à  la  ligne  la  plus  courte ,  désignant  par 
<I>  (x,^,  «)  =  o  la  surface  de  la  première  limite,  elle  doime- 
rait  cette  équation  variée 

qu'il  faudrait  combiner  avec  l'équation  de  la  première  limite 
,  trouvée  ci-dessus 

Substituant  dans  l'équation  précédente  la  valeur  de  x^  tiret 

Hh 
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de  ctOe^ci  >  on  aura 

d'où  ,  à  cause  que  les  variations  y^ ,  »,  doivent  demeurer 
indéterminées  ^  on  tire  ces  deux-ci  : 

auxquelles  il  faudra  satisfaire  par  deux  des  constantes  arbi-i 
traires  de  la  ligne  la  plus  courte. 

'  On  trouvera  deux  équations  semblables  pour  la  seconde  li- 
inite  ^  si  elle  est  aussi  formée  par  une  surface  donnée  1 

Pour  voir  maintenant  ce  que  signifient  ces  équations  «  on 
remarquera  que  Téquation  de  la  surface  ^(,x,  y,  £)=o 
donne  la  dérivée 

dont  la  primitive,  en  regardant  les  coei&ciens  de  x\y\  a' 
comme  constans ,  savoir 

représente  le  plan  tangent  à  cette  surface ,  comme  on  le  sait , 
par  la  décrie  des  courbes  ;  a  étant  une  constante  arbitraire  , 
par  rapport  à  x  ,y ,  z. 

Substituons  dans  cette  équation  les  valeurs  de  4>'  Qy  )  et  ^\z) 
tirées  des  deux  équations  trouvées  ci-dessus ,  elle  deviendra  , 
en  la  divisant  par  ^'  (  x  )  qui  est  regardée  ici  comme  cons- 
tante, 

D*un  autre  côté  on  sait  que  cette  équation  représente  aussi 
un  plan  perpendiculaire  à  la  droite  dont  les  équations  seraient 
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(^vayez  les  fouilles  citées  )  ks  quantités  j^'^  et  »%  étant  wgat- 
déesici  comme  constantes  ^  ainsi  que /te  et  v.  Donc  puisque  ces 
équations  sont  celles  de  la  tangente  à  l'extrémité  d  e  la  ligne  la  >, 
plus  courte ,  que  nous  regardons  en  général  comme  une  courbe 
quelconque ,  il  s'ensuit  que  les  deux  équations  données  plus 
haut  expriment  que  la  ligne  la  plus  courte  doit  rencontrer  la 
surface  donnée  â  angles  droits. 

Et  conune  la  même  conclusion  aurait  lieu  aussi  pour  l'autre 
limite  ^  si  elle  était  formée  par  une  surface  ;  il  en  résulte  que 
la  ligue  la  plus  courte  entre  deux  surfaces  données ,  sera  en<« 
core  la  droite  qui  rencontre  ces  surfaces  à  angles  droits. 

Jusqu'ici  nous  n'ayons  cberdbé  que  la  ligae  la  plus  coulrte 
parmi  toutes  les  lignes  possibles  qu'on  peut  mener  entre  de«4 
points ,  ou  des  lignes ,  ou  des  surfaces  données  ;  problême  que 
la  simple  géométrie  peut  résoudre  ,  parcequ'on  sait  que  dan# 
un  plan  la  ligne  la  plus  cotrrte  est  la  ligne  droite.  Mais  si  on 
demande  en  général  la  Kgne  la  plus  courte  sur  wae  surface 
quelconque  donnée ,  le  problême  dépend  alors  essentiellement 
de  la  méthode  des  variations ,  et  les  formules  trouvées  ci- 
dessus  s'y  appliquent  avec  la  même  facilité. 

Soit  F(^x  ,y,  z)=o  l'équation  de  la  surface  donnée, 
elle  donnera  Féquation  variée 

« 

laquelle  étant  combinée  avec  l'équation  générale  du  màximttM 
•u  minimum  trouvée  plus  haut 

produit  celle-ci 

pour  r  équation  de  la  ligne  la  plus  courte  sur  la  surface  donnée 

a 
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Ensuite  on  aura  réquation  aux  limites  Î7i  — •  t/»  =:  o  ,  dans 
laquelle  on  a  en  général 

F      ' 
•t  si  Ton  veut  avoir  égard  aussi  à  la  variation  de  x  ,  on  aura 

V 

comme  on  Fa  trouvé  plus  haut.  - 

Il  faudrait  ici  substituer  pour  2  sa  valeur  tirée  de  Téqua- 

tion  variée,  ôrF' (x) +jfF'Qy) +^^'(2)  3c  o.  Mais  en 
faisant  abstraction   de  la  surface  ,  l'expression  précédente 

de  il  conduit  directement  aux  mêmes  conclusions  qu'on  a 
trouvées  plus  haut  relativement  aux  limites ,  c'est-à-dire  que 
la  ligne  la  plus  courte  tracée  sur  la.  surface  donnée  ,  devra 
aussi  couper  à  angles  droits  les  courbes  qui  lui  serviront  de 
limites. 

A  l'égard  de  la  nature  de  la  ligne  la  plus  courte  sur  une  sur- 
face ,  elle  jouit  d'une  propriété  particulière  et  caractéristique^ 
par  laquelle  on  peut  la  déterminer  indépendamment  de  la  con- 
sidération du  minimum  ;  c'est  que  ses  rayons  osculateurs  sont 
tous  perpendiculaires  à  la  surface.  En  effet  il  est  clair  que 
cette  ligne  doit  être  celle  suivant  laquelle  se  dirigera  un  Gl 
tendu  sur  la  surface  donnée ,  et  il  est  facile  de  concevoir  en 
même  temps ,  que  le  fil  tendu  ne  peut  être  en  équilibre  qu'au- 
tant que  la  pression  résultante  de  la  tension ,  et  dont  la  direc-* 
tion  est  suivant  le  rayon  osculateur ,  sera  perpendiculaire  à 
la  surface.  Pour  voir  comment  la  propriété  dont  il  s'agit  ré- 
sulte de  l'équation  trouvée  pour  la  ligne  la  plus  courte  ,  noua 
remarquerons  d'abord  que  l'équation  du  plan  tangent  à  la 
surface  représentée  par  l'équation  F (^x ,  y ,  z)  z=z  o  est, 
comme  on  l'a  vu  plus  haut^ 
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les  fonctions  F'  (a:) ,  F'  {y)  y  ^^ i^)  étant  regardées  comme 

constantes ,  ainsi  que  la  quantité  et. 

}    Nous  remarquerons  ensuite  que  si  on  représente  par 

x  +  Jy  +  Bz  +  C  =  o, 

Téquation  du  plan  du  cercle  osculateur  d'une  ligne  à  double 
courbure ,  il  faut  que  cette  équation  et  ses  deux  dérivées , 
prime  et  seconde,  aient  lieu  en  prenant  les  coordonnées  x, 
y',z  du  plan  pour  celles  de  la  courbe  donnée  ,  et  en  regar- 
dant dans  la  formation  des  dérivées  les  coefiiciens  A^  B y  C 
comme  constans  ;  c'est  ce  qui  résulte  de  la  théorie  du  contact 
des  courbes  exposée  dans  la  Théorie  des  Fonctions. 

On  aura  donc  ainsi  les  deux  équations  dérivées  dans  les-* 
quelles  a;'  =  i  , 

i  +  -^y +  j5*'  =  o,    Ay^  +  Bz^-^io.^ 

La  dernière  donne  j5  =  —     "^  ■ ,  et  cette  valeur  étant  sub- 

z 

^tituée  dans  la  précédente ,  on  aura 

Nous  remarquerons  de  plus  qu'il  suffit  que  le  plan  du  cercle 
osculateur  soit  perpendiculaire  au  plan  tangent  à  la  surface , 
pour  que  le  rayon  osculateur  soit  perpendiculaire  à  la  surface , 
parceque  ce  rayon  est  nécessairement  perpendiculaire  à  la 
courbe  tracée  sur  la  surface.  • 

*  Ôr  on  démontre  encore  dans  l'application  de  l'Aiialj'^se  à 
la  Géométrie  (  voyez  les  feuilles  déjà  citées^  que  la  condition 
pour  que  deux  plans  représentés  par  les  équations 

S 
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5e  coupent  à  angles  droits ,  est  renfermée  simplement  dans 
Féquation 

F'  (x)  +  AF'  iy)  +  BF'  (*)  =  o. 

L'équation  de  la  surface  F{x,y,  »)^=s  q  donne  aussi  Féquation 
dérivée  F'(a7)  4-/F'(jr)  +z'F' {z) -o  ,  d'où  Ion  tire 
F'  (x)  ==  —y  F'  iy)—z'F'{zy.  Cette  valeur  substituée 
dans  Téquatioo  précidente  ,  donnera  celle-ci     ' 

m 

laquelle^  en  substituant  les  v^urs  à»  A  et  B  trouvée»  ci-« 

des3i>s,  deviejQt 

i^'-y'(.zy-fz'))F'(y)  -(/+  *"  iZ'Y-y^ll)  F'(z)  =  o, 

r 

'   Ùr  si  on  ditise  le  coefficient  de  F' (y)  dans  cette  équation , 

-  ,  z' 

par  7^',  /^  étant  l/  (  i  +  y^  +  a'*) ,  on  a  la  dérivée  de  -= , 

•i 
et  de  même  le  coefficient  de  F^  (z)  divisé  par  7^*  devient  la 

dérivée  de^,  comme  il  est  facile  de  s'en  assurer  par  le  calcul. 

Donc  en  divisant  toute  l'équation  par^',  elle  pourra  se  mettre 
la  forme  (^)V  (j}—(^Ç^f^'  (  «  )  =  o  ,  qui  est  la 

même  que  qelle  de  l'équation  quQ  r^aus.ÇiVOna  tTQWrée.  peur 
la  ligpe  la  plus  courte. 

Clairaufi  a  remarqué  le.  pren^ic^r  d^se  lejs  Bfémoipe^  d^  l'Aeor* 
demie  <^s  ^isiences^dot  1733  j  q w ,  qu^Uf^  que  soit  la  figure 
de  la  terre ,  la  ligne  qu'on  y  tracerait,  on  pl^jvtaût,  Gantinuelr 
lèvent  des  piqueta  perpendiculaiyea  4  Yhprîifctn ,.  dç  i^ianâère 
qu'ils  soient  effa^cés  lea  un*  par  leiPv  ^utrc^s  j,  coupime  on  l'*  prar- 
tiqué  dans  la  descxiptioQi  d^  la  peirpeadicylaire  k  1»  méridienne 
de  Paris ,  aurait  la  propriété  d'être  la  ligne  la  plus  courte  entre 
tous  ses  pofoit^.  Ainsi  la  defenfmination  de  eet1?e  ligne  dépend 
de  l'équation  générale  qu'ort  vient  de  trouTer% 


sous 
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En  supposant  que  la  terré  «oit  un  sphéroïde  àe  rétolàtion , 
si  on  prend  Taxe  des  x  pour  Taxe  de  la  terre  ,  dont  le  centre 
soit  Torigine  des  coordonnées  ^  et  qu'en  nomme  r  l'ordonnée 
de  la  courbe  des  méridiens ,  on  aura  r=:  |/  0'*+**)«  Donc 
si  F ( 07,  r)  =  G  est  l'équation  de  cetta  courbe,  elle  devien- 
dra celle  de  la  surface  du  sphéroïde  ,  en  y  substituant. . . . 

)/iy^  +  **)  pour  r  ;  et  à  cauâe  de  /  zu-JZ-Zt — .,  on  aura 

iSésarte  que  Péquatioit  de  la  ligne  la  plus"  courte  sur  le  sphé- 
roïde ,  deviendra 


iÇ)^-(,r1y^°' 


laquelle  est  -du  second  ordre  ,  mais  dont  la  prilmtiTe  évi  pre- 
mier ordre  est  •  . 

a  étaùt  une  constante  quelconque.  Cette  jSqùation  Combinée 
avec  l'équation  F  (  A ,  r)  :=  o,  suffira  pour  construire  la  courbe. 

Ce  problême  est  traité  avec  beaucoup  de  détails  dans  le 
quatrième  Tôliimé  à^&  onvrs^é^  ia  Jean  BàritotdU. 

Le  problème  de  la  ligne  la  plus  courte  conduit  naturellement 
à  celui  de  la  stirface  de  la  moindre  étendue.  Kous  aVons  déjà 
vu  plus  haut  que  Ton  a  alors 

d'où  l'Qn  tire  !a  variatioxl 


^=1— ~p- — , 
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laquelle  étant  comparée  à  la  formule 

Ll  +  Mi'^  +  Ni/ 
donne 

et  de  là  résulte  l'équation  générale 


(Fy+(F)= 


o. 


Cette  équation  y  en  effectuant  les  dérivations  indiquées  »  se 
réduit  à 

riz"*  +  &'*')-  (4''/^"  +  J'V*' )  =  o  ; 

»     •   - 

or  en  prenant  successivement  les  dérivées  par  rapport  à  x  et 
ky ,  ou  trouve 

dcsorte  qu'en  multipliant  Téqua^tion  précédente  par./^,  et 
substituant  les  vale.urs  de  ^*,  W'\  W'* i  on  aura  après 
les  réductions, 

»  é 

Et  si  on  aime  mieux  employer  la  notation  proposée  à  la  fin  de 
la  leçon  dix-neuvième  y  on  aura  pour  T équation  de  la  moindre 
surface  y 

(■H-(^)')$)-<â(7)(^) 
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Monge  et  Legendre  ont  trouvé  ,  par  des  méthodes  ingé- 
nieuses ,  l'équation  primitive  de  cette  équation  du  second 
ordre  ;  mais  la  forme  sous  laquelle  elle  se  présenie ,  la  rend 
peu  susceptible  d'applications  utiles,  ployez  les  Mémoires  de 
ï Académie  des  Sciences  de  ijij. 

Pour  donner  encore  un  autre  exemple ,  nous  reprendrons 
le  problême  si  connu  de  la  bracristochrone ,  ou  ligne  de  la 
plus  vite  descente  ;  mais  nous  la  considérerons  dans  un  milieu 
résistant  comme  une  fonction  quelconque  de  la  ^tesse. 

Soient  les  abscisses  x  dirigées  verticalement  de  haut  en  bas, 
et  parconséquent  les  ordonnées j^  horizontales.  Si  on  nomme  g 
la  force  constante  de  la  gravité,  z  le  quarré  de  la  vitesse , 
et  ^2  la  fonction  de  la  vitesse  qui  est  proportionnelle  à  la 
résistance  ;  les  principes  de  la  mécanique  donnent  Téquation 

z'  — flg  +  2(pzX  V^(i-f-y*)  =  o 

pour  la  détermination  de  z\  et  le  temps  qui  doit  être  un  maxi^ 
mum  ou  un  minimum ,  est  exprimé  par  la  fonction  primitive 


/•i  ' 


de  1  expression  -— ^ — '  *^   ^. 

yz 

En  comparant  ces  formules  aux  formules  générales,   on 
aura 

et  la  fonction  FÇ^x^y^  y  ^z  ^  z\  . .)  qui  étant  égalée  à  zéro , 
donne  l'équation  de  condition ,  sera 

z'  —  ag" +,  2^2;  X  Vi  1  +/" ).  ' 
On  aura  done 
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Et  de  là 


as^ 


Ensuite  coi  aura  Téqnation  variée 
et  parconséquent 


•^  (  ï+y»  )  * 

De  là^ on  aura 

y-    r        y        -r  ^_ y 


»» 


»^o+y*)xi/» 
y_   v('+y*)        x_^ 

D'après  ces  valeurs ,  on  aura  les  équations  générales 
et  réquation  aux  limites 
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tn  faisant 

et  si  OB  reut  tenir  compte  de  la  variatioa  de  *  »  on  aura 

I 

Les  deux  écpiation»  générale*  m  r^dmaent  à  celles-ci  : 

dont  la  première  a  pomr  prânitwe 

a  étant  une  constante  arbitraire. 

n  faudra  substituer  dans  celle-ci  la  valeur  d^  h  tiyée  d^ 
la  seconde  ;  ensuite  il  faudra  éliminer  7.  par  Je  moyen  de  l'é- 
quation de  condition 

I 

et  réquation  résultante  en  y  et  a?  sera   celle  de  la,  courb© 
chercbée. 
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Comme  z  représente  le  carré  de  la  vîtcwe  ,  et  que  l'équa- 
tion en  z  est  du  premier  ordre,  la  valeur  de  z,  tirée  de  l'é- 
quation primitive  de  celle-ci  ,  contiendra  une  constante  arbî— "^ 
traire  qui  dépendra  de  Ja  vitesse  initiale  imprimée  au  mobile. 

On  peut  donc  regarder  la  valeur  de  z,  à  la  première  li- 
mite ,  comme  une  fonction  donnée  des  coordonnées  initiales 
X  et  y.  Ainsi  dénotant  cette  fonction  par  ta  caractéristique  A, 
on  aura  la  condition 

Le  cas  du  vide  n*a  aucune  difficulté,  car  en  faisant  ^z  =  o, 
•n  aura  Féquation 

. ^. r==  const,  = =r, 

•ù  X  n'entre  pas. 

Ensuite  on  a  z'— fag'=o,  d'où  l'on  tire  2t=9gx  +  ft.  E* 
rapportant  cette  équation  à  la  première  limite  ,  on  a 
Zo  =  QgXo  +  b ,  d'où  b  ==  Zo —  agaCo-  Ainsi  la  valeur  com- 
plète de  z  sera 

z  =  ag  (x—  a;,)  +a*.  .. 
Or  l'équation  en  j/  donne 

équation  qui ,    par  la   substitution  de  la  valeur  de  z,   de- 

Vierit  celle  de  la  cyclôïde    ordinaire.       ' 

»  •  .  '  •  ^ 

Soit,  pour  abréger. 


*    *    «  ' 


'   ,>    *     I       »      f  f         I 


Y  Z 

/         >  •  •  ■ 

le  problême  général  dépendra  de  ces  trois  équations  du  prt- 
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wier  ordre  ; 

ty'        _    1 

a'  —  2g"  +  2^2  X  1/(1  +y^)  =0. 
Si  on  prend  la  dérivée  de  ^ ,   on  a 


d*où  Ton  tire 


1  ,         qk'qz  —  f 


22^ 


cette  valeur  étant  substituée  dans  la  seconde  équation  ci*- 
dessus,   on  aura 

^'  +  — ^^^ |/0+y»)=o; 

mais  la  troisième   donne 

«' =  agp— ■  açz.  X  1/ (i +yO  ; 

substituant    cette  valeur   dans    la    dernière   équation  après 
l'avoir  multipliée  par  z\   elle  se  réduira  à 

Or  on  a 
et   la    première   équation   donna  — r^ — r-r-  =  ——  •     donc 
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réquation  qa*on  Tient  de  trouver^  deviendra 

y  a 
dont  la  priaûtiTe  eit 

y  a 
et  si  on  substitue  encore  ici  pour  t  sa  valeur  .^      tirée 

y  V^« 

de  la  premiire  équation  |  on  aura 

y  Kû 

Ainsi  on  a  la  valeur  de  a.  qu'on  substituera  dans  l'exprès- 
non  de  ^  de  la  première  équation  ^  «t  il  ne  s'agira  pins  que  de 
combiner  cette  équation  avec  la  troisième  pour  en  éliminer  z. 

Considérons  maintenant  l'équatioa  aux  limites  t/, —  r/o=o  ; 
supposons,  ce  qui  est  le  cas  le  plus  ordinaire',  que  les  deux 
limites  soient  indépendantes  l'une  de  l'autre,  on  aura  sépa- 

*  •_ 

rément  l/o  =  o,  c/,  =  o. 

.    Or  en  faisant  dans  l'expression  de  U  âoniiée  plus  haut  le« 
^bstitutioas  nécessaires ,  on  a 

yz 


Cette  expression  ,en  mettant  pour  z'  sa  valeur, 
ag*  —  a^z  X  V^  (  1  -f-y*  )  et  réduisant ,  devient 
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OÙ  t  e5t  mise  pour  — ^  -f- âx^^   comme  on  l'a  employée 

ci-dessus;  desdrte  qu'en  substituant  encore  à  la  place  de  t 
SSL,  valeur  donnée  par  la  première  équation^  on  aura  plus 
simplement 

^y  ya  /         va 

Cette  valeur  de  Û  devra  donc  être  nulle  aux  deux  limites. 
Pour  la  première  limite ,  nous  avons  vu  ci-dessus  que  Ton 
a  en  général  2;«=  ^(a?»,  ^o)  ;  donc  prenant  les  variations  , 
on  aura 

desorte  que  l'équation  t/ç  =  o  donnera  celle-ci  : 

VoVa  ^ 

Pour  la  seconde  limite  ^  on  aura  aussi  ^,=20^  équation 

dans  laquelle  la  variation  %t  demeurant  indéterminée^  ilfau-* 
dra  la  faire  évanouir  en  égalant  à  zéro  son  coefficient  A,: 
Ainsi  on  aura  la  condition  Ai  =  o ,  qui  servira  à  détermi- 
ner la  constante  arbitraire  6  de  la  valeur  de  K  trouvée  plus 

haut.  Cette  condition  donne        '        -f-  i  =  o ,  d'où  l'on  tire 

y^ya 
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Desorte  que  Texpression  complète  de  x  sera 


d*où  l'on  aura 


^'=7^(7-7:)' 


'^'°= 71  (3^-37)' 


valeur  qu'il  faudra  substituer  dans  l'équation  à  la  première 
limite. 

A  l'égard  de  l'équation  de  la  seconde  limite ,  elle  sera  sim- 
plement ^  à  cause  de  Ax  =0, 

-7^  +  Vi  =  o ,     savoir ,  x^  + /i  X  Vi  =  o. 

y  ^ 

Cette  équation  est  tout-à-fait  semblable  à  celle  que  nous 
avons  trouvée  dans  le  premier  exemple  ^  et  d'où  nous  avons 
conclu  que  la  ligne  la  plus  courte  devait  couper  à  angles 
droits  la  ligne  qui  forme  la  seconde  limite.  Ainsi  la  même 
conclusion  doit  avoir  lieu  pour  la  ligne  de  la  plus  vite  des- 
cente^ quelle  que  soit  la  loi  de  la  résistance  du  milieu. 

Revenons  à  la  première  limite.  En  substituant  dans  l'équa-* 
tion  de  cette  limite  pour  h^,  sa  valeur,  elle  devient 

+  ('+^(7:-7:)>-=»- 

Maintenant  si  on  désigne  par  (y^)  la  dérivée  de  l'ordonnée^ 
de  la  courbe  qui  forme  la  première  limite,  on  aura,  comnie 

on 
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on  Ta  VU  dans  le  premier  exemple ,  réquationj^o"~(y 0)^0=0. 
Donc  si  on   substitue  dans  Téquation  précédente  ^  au  lieu 

àe  y^^,  sa  valeur  (y©)^©!  la  variation  Xo   demeurera    arbi- 
traire, et  il  faudra  vérifier  Téquation,  en  égalant  à  zéro  le 

coefficient  de  ;rp,  c^é  qui  donnera 

yi^    as    \y„    yJ 


(■  ^"^(T-rydy 


équation  à  laquelle  on  satisfera  par  le  moyen  d'une  des  cons-' 
tantes  arbitraires. 

Supposons,  ce  qui  est  le  cas  le  plus  simple,  que  la  vi- 
tesse initiale  |/Zo  soit  donnée  indépendamment  du  lieu  de  dé- 
part; on  aura  alors  Zo=^  à  une  constante;  donc 

^(pc.>  y^)  :;si  const. 
et  parconséquent 

A'(xo)  =  o,        A'(yo)  =  o, 
et  l'équation  précédente  deviendra 

y4*(yo)=o,       savoir:  i+y.(yo)=o. 

Dans  cette  équation  iyjy  exprime  la  tangente  de  Tangle 
qne  fait  avec  Taxe  des  x,  la  tangente  à  la  courbé  de  la  pre- 
mière lunifte,  dans  le  point  où  elle  est  rencontrée  par  la 
ligne  de  la  plus  vite  descente,  et  y,  exprime  la  tangente  de 
Tangle  que  fait  avec  le  même  axe  la  tangente  à  cette  même 
ligne  au  point  de  la  seconde  Hmite  ;  et  il  suit  de  cette  équa- 
tion ;i  comme  nous  l'avons  vu  dans  le  premier  exemple,  que 

li 


5oo  C  k  L  C  V  t, 

et  réduisant,  devient 

+  (x-|-i)z. 

Et  si  on  substitue  encore  dkns  celle-ci  les- valeurs  de  agK  et 
de  fix^s  tirées  Aës  deiix  dernières  équations  [xrimitiyes^  ou  aura 
enfin 

y  a 

Desorte  que  les  deux  équations  aux  limites  L^o  =  o  et  L/»  =  q 
deviendront  . 

—  ix^  + --^5^0 + (V+0  ^.=  o 

Y  Cl 

Y  a 

La  vîtesse  initiale  dont  z^  est  le  quarré,  doit  être  donnée  ;  si 
on  la  suppose  indépendante  du  lieu  du  départ ,  Ze  sera  une 
quantité  constante  dont  la  variation  sera  parconséquent  nulle  > 

donc  Zo  =  o.  Alors  la  première  équation  se  réduira  à 

r 

Y  a         ,        ,        , 

Pour  la  seconde ,  C9tnn»e  jien  ne  détermine  la  valeur  dd  Zt^ 
il  faudra  que  son  coeificient  soit  nul»  et  iju  il  dootne  M+ 1 =o 
et  Al  == —  1 ,  condition  par  laquelle  on  déterminera  la  valeur 

clelacoûstauttettAitralre"*.'  '  -^ 

'  1  '  ■  ■  ■ 

Cette  équation  deviendra  ainsi 

Va 
'    Si  les  deux  points  extrêmes  de  la  courbe  étaient  donnés  ^  lèa     \ 


iFariations  de  ^c^ ,  ^o ,  ^i  >  yi  seraient  nulles  et  les  deux  équations 
seraient,  satisfaites  d'éll«&-4nêmeâw 

Mais  si  la  question  est  de  trouver  la  ligne  par  laquelle  le  corps 
partant  d'une  courbe  donnée^  et  arrivant  à  unb  autre  courbt 
donnée ,  acquiert  la  plus  grande  vitesse  ;  nombiant  ^  comme 
plus  haut ,  (^o'  )  et  Çy^  )  les  tangentes  des  angles  qpe  les  tan- 
gentes à  ces  courbes  f(>nt  avet;  l'axe  aux  de^x  extrémités  de 
la  ligne  cherchée^  on  aura,  ainsi  quon  l'a  tu  dans  le  pr<âiîer 
'«xemple , 

et  ces  équations  étant  Combinées  avec  les  deut  précédentes  ^ 
donneront  .  "" 

(y^):==ièv/S;  et  (/o^iV'i; 

d'où  l'on  peut  conclure  qtie  lés  tangentes  aux  deux  courbes 
des  limites,  doivent  être  parallèles  entr'elles^  comme  d^sla 
Courbe  de  la  plus  vîtè  desicéntè. 

Ces  exemples  penv^t  suffire  pour  niontrer  Tusàge  dé  nos 
formules  générales  >  et  surtout  des  équatiôbs  Aux.  limites  qui 
n'étaient  pas  connues  avant  le  calcul  des  variations  ^  et  sans 
lesqueUes  on  n'aurait  que  des  solutions  incomplâtei. 
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Idem 

137 

^56 


37 

385 

dem 

a86 


'3oo 

3io 
33o 

Idem 

35a 


355 
370 


18 
16 


5 

a  en  rem. 

3 

8 
10 

3 

4 

II 


ai 
5 

II 
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Corrections. 


-+-  aro 

F'n:=zo,F"n^o 

(e^i)  (c  — a) 

i^j^fj) 

(t/-/;) 

fx 

cette  fonction  des  variables. . . 


infinie . .  '. 
supérieur. 

—  an'"- 


du  petit ' 

du  grand 

aux  numérateurs    des    deux, 
expressions^ 


y  devient  j^ , . . . .   ...... 


4  en  rem. 


an  nnmératenr  du  deuxième 
membre    de     la     seconde 

é^ation:  (  — ;-  J ,  ....... 

"~"~>''(y  )  '  ' 


F"n=o,/î^"ii=o. 

c(c-i')(c-a).^ 

cette  fonction  en  fonction  des 

variables, 
nulle, 
inférieur. 
—  (x— ii)n'tt. 
du  demi-petit, 
du  demi-grand. 


jrdx. 
,  y  devient^, 


• .  «  •  •  t 


% 
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